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Îñíîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé æèçíè âñåãäà áûë çäîðîâûé êîíñåðâàòèçì, ñîõðàíåíèå ëîãè÷-íîñòè, ñòðîãîñòè, ÷èñòîòû (îñîáåííî îò ïðèëîæåíèé, ÷òî ÷àñòî ïåðåâàëèâàëî ÷åðåç êðàé).Òîëüêî íà ýòîì îáùåì �îíå áûëè âîçìîæíû ñîâåðøåííî äðóãèå òåíäåíöèè. Íî íàñòóïèëèâðåìåíà ïåðåìåí, è íå òîëüêî â ïîëèòè÷åñêîé è ñîöèàëüíîé ñ�åðå. Ìàòåìàòèêà ðàçðîñëàñü- íå õâàòàåò íè ëþäåé íè äåíåã, ÷òîáû ïîääåðæèâàòü ñòàòóñ öàðèöû íàóê. Âñå ìåëü÷àåò,ðàññàñûâàåòñÿ, à ÷èñëî óãðîç ðàñòåò. Ïîñëåäíèå èäóò ïðåæäå âñåãî îò ïðîøëûõ îòðîñòêîâñàìîé ìàòåìàòèêè. Òàê, �èçèêè-òåîðåòèêè ïðîäåëàëè êðàñèâûå è ãëóáîêèå àëãåáðàèçî-âàííûå âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûå òåì íå ìåíåå íåëüçÿ ñ÷èòàòü ìàòåìàòèêîé (ïî êðàéíåé ìåðåâ ïðåæíåì ñìûñëå ñëîâà) ïî áàíàëüíîé ïðè÷èíå îòñóòñòâèÿ ÷åòêî îïðåäåëåííûõ ïîíÿ-òèé. Ïðèëîæåíèÿ ïåðåøëè â ðóêè âû÷èñëèòåëåé è ïðîãðàììèñòîâ. Ìíîãèå èç ïîñëåäíèõíèêîãäà íå çíàëè ìàòåìàòèêè, à òå êòî çíàë - áûñòðî çàáûëè.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà ìàòåìàòèêó, èëè íà òàêèå åå ÷àñòè êàê òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé,ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà áîëüøóþ ìàêðîñèñòåìó, ðàçâèâàþùóþñÿ ïî íåèçâåñòíûì çàêîíàì.Êàæäûé âõîäÿùèé â íåå, íåçàìåòíî äëÿ ñåáÿ, ñòàíîâèòñÿ âèíòèêîì ýòîé ñèñòåìû. Èíîãäàíåêîòîðûå îáëàñòè èñïûòûâàþò áóì èëè ïðîñòî îáúÿâëÿþòñÿ âàæíåéøèìè, äàëåêî íåâñåãäà ñåðüåçíî âëèÿÿ íà ïîñëåäóþùåå ðàçâèòèå. Èíîãäà íàîáîðîò, íåçàìåòíûå ðàáîòûïîðîæäàþò â äàëüíåéøåì ìíîæåñòâî ïðîäîëæåíèé.Ñåé÷àñ äëÿ ìàòåìàòèêà âëèòüñÿ â ðåàëüíóþ æèçíü îçíà÷àåò ïî÷òè âñåãäà óõîä èç ñàìîéìàòåìàòèêè. Íî åñëè íå âëèòüñÿ, òî ïî êðàéíåé ìåðå ïîíÿòü îêðóæàþùèé ìèð ÷åëîâåêóñ ìàòåìàòè÷åñêèìè íàêëîííîñòÿìè ïðîùå ñ ïîìîùüþ ìîäåëåé.Îñîáåííî áîãàòà ìîäåëÿìè òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ïðèìåðîâ ìîäåëåé ìíîæåñòâî: îò ñóì-ìû íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí â ñõåìå Áåðíóëëè è ýêñïîíåíöèàëüíîé î÷åðåäè äî ñòîõàñòè÷åñêèõìèêðîìîäåëåé æèäêîñòåé è ìèêðîýêîíîìèêè. Êàê ïðàâèëî, ìîæíî âûäåëèòü ïåðâè÷íûåìîäåëè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîðîäèëà ìíîæåñòâî ðàáîò, ïðîèçâîäÿùèõ âïå÷àòëåíèå òåõíè-÷åñêèõ îáîáùåíèé è îáðàçóþùèõ âåòâè äåðåâà, âûðîñøåãî èç îäíîãî êîðíÿ. Îäíàêî, êðî-íû ýòèõ äåðåâüåâ ïåðåïëåòàþòñÿ ââåðõó, è ïîëó÷àþùèéñÿ ëåñ íåäîñòóïåí àíàëèçó. Àíàëîãêëàññè÷åñêîãî òðóäà Â. Ôåëëåðà (ñåé÷àñ ñèëüíî óñòàðåâøåãî, íî îñòàþùåãîñÿ ÷ðåçâû÷àéíîïîëåçíûì) ñ ïîïûòêîé èçëîæèòü êàê îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òàê è áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõìîäåëåé ñ äîñòàòî÷íîé ïîëíîòîé, òðóäíî äàæå ïðåäñòàâèòü.Îäíàêî, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü - ýòî êðàòêî îïèñàòü êðóã òàêèõ ïåðâè÷íûõ ìîäåëåé ñàêöåíòîì íà èíòóèöèþ è îñòàâàÿñü â ðàìêàõ ýëåìåíòàðíûõ âû÷èñëåíèé, íî ÷òîáû áûëîÿñíî êàêèå áîëåå ãëóáîêèå âåùè íàäî èñêàòü â äåòàëüíûõ ìîíîãðà�èÿõ. Â ýòîé ïîïûòêåÿ ðóêîâîäñòâîâàëñÿ ïðîñòûìè, íî ìîæåò áûòü íåñòàíäàðòíûìè, òðåìÿ ïðèíöèïàìè, íàêîòîðûõ îñíîâûâàåòñÿ ðåìåñëî ïèøóùåãî âåðîÿòíîñòíèêà:
• íà èíòóèöèè â ïðåäñêàçàíèè ðåçóëüòàòà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñòóäåíò ñàìäåëàë îñíîâíûå âû÷èñëåíèÿ, à íå çàïîìèíàë òåîðåìû, îñîáåííî èõ íàçâàíèÿ. Îïûò-íûé ìàòåìàòèê, ïðè íàïèñàíèè ñòàòüè ïî àíàëèçó èëè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, íå ãî-âîðèò î òåîðåìàõ Âåéåðøòðàññà, Êîøè, Ôóáèíè, Áîðåëÿ-Êàíòåëëè è ò.ä., íî ìîæåòëåãêî äîêàçàòü èëè ïðèäóìàòü ìíîæåñòâî ïîäîáíûõ óòâåðæäåíèé. Ïîìåíüøå àâòîðè-òåòîâ, îñîáåííî ñðåäè ñîâðåìåííèêîâ - íàóêà íå ðåëèãèÿ, íå íàáîð ñàêðàëüíûõ èñòèí,à ìàòåðèàë äëÿ èíòåëëåêòóàëüíîé èãðû è ïîñòðîåíèÿ ñâîèõ ñîáñòâåííûõ ïëàíîâ;
• íà êðàòêîñòè, çà êîòîðóþ ïðèõîäèòñÿ ïëàòèòü íåïîëíîòîé èçëîæåíèÿ. Íî ìîæíî èñ-ïîëüçîâàòü âîçìîæíîñòü ðàçáèåíèÿ ðàáîòû ìàòåìàòèêà íà äâà ýòàïà: íà÷àëüíàÿ èäåÿñ íåêîòîðûì ïëàíîì äîêàçàòåëüñòâà è ïîëíîå åãî ïðîâåäåíèå. Ïîñëåäíåå ñòàíîâèò-ñÿ àâòîìàòè÷åñêèì, õîòÿ êîíå÷íî ïî ïðåæíåìó òðåáóþùèì âðåìåíè è ýíåðãîçàòðàò.Î÷åíü õîòåëîñü áû ïåðåëîæèòü âòîðîé ýòàï íà êîìïüþòåð. Â äâóõ ïîñëåäíèõ ðàçäå-ëàõ ÿ îãðàíè÷èâàëñÿ ïåðâûì ýòàïîì; 2



• íà ïðèäóìûâàíèè íîâûõ õîðîøèõ ìîäåëåé. äëÿ ÷åãî êàê ìèíèìóì íàäî çíàòü ìíîãîñòàðûõ, íî ÷èòàòü íå ëåã÷å, ÷åì ïèñàòü. Ìîæåò ýòè ëåêöèè îáëåã÷àò âûáîð è ÷òåíèå�óíäàìåíòàëüíûõ ìîíîãðà�èé.Ýòè çàìåòêè - ñèëüíî ðàñøèðåííîå è ñèñòåìàòèçèðîâàííîå èçëîæåíèå äâóõ ïîëóãîäîâûõêóðñîâ 2008-2009 ó÷åáíîãî ãîäà íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì �àêóëüòåòå Ì�Ó.Öåëü ïåðâûõ äâóõ ÷àñòåé - íàó÷èòü ñòóäåíòà äåëàòü ñàìîñòîÿòåëüíî ýëåìåíòàðíûå âû-÷èñëåíèÿ, íà÷èíàÿ ñ íóëÿ èëè ïî÷òè ñ íóëÿ. Öåëü äâóõ ïîñëåäíèõ ÷àñòåé - äàòü íà÷àëüíîåèíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå îá îñíîâíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëÿõ â ñîâðåìåííûõ òåîðèÿõ.
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1 Ââåäåíèå áåç âåðîÿòíîñòåé1.1 Ìåðû íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõÏóñòü X = {1, 2, ..., N} - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è F : X → X - îòîáðàæåíèå X â ñåáÿ.Óïð. 1 Ñêîëüêî âñåãî òàêèõ îòîáðàæåíèé äëÿ äàííîãî X ? Ñêîëüêî ñðåäè íèõ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ ?Èòåðàöèè F

F (2)(i) = F (F (i)), ..., F (n)(i) = F (n−1)(F (i)) = F (F (n−1)(i)), ...íàçûâàþòñÿ êîíå÷íûì àâòîìàòîì (áåç âõîäîâ). Òî÷êà i ∈ X íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîéäëÿ çàäàííîãî F , åñëè äëÿ íåêîòîðîãî n F (n)i = i. Òî÷êè, íå ÿâëÿþùèåñÿ öèêëè÷åñêèìè,íàçûâàþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè.Óïð. 2 Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
• F âçàèìíî îäíîçíà÷íî;
• âñå òî÷êè X öèêëè÷åñêèå;
• äëÿ íåêîòîðîãî n F (n) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì.�ðà� (íåîðèåíòèðîâàííûé) îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì V âåðøèí è ìíîæå-ñòâîì ðåáåð, ãäå ðåáðî ìåæäó âåðøèíàìè i è j �îðìàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïàðà âåðøèí

{i, j}. Äàëåå ó íàñ ãðà�û áåç êðàòíûõ ðåáåð, åñëè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè iè j íå áîëåå îäíîãî ðåáðà. Åñëè âñå ïàðû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê óïîðÿäî÷åííûå, òî ãðà�íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì.Óïð. 3 Ñêîëüêî îðèåíòèðîâàííûõ (íåîðèåíòèðîâàííûõ) ãðà�îâ äëÿ äàííîãî V ?Îòîáðàæåíèþ F ñîïîñòàâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðà� ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí X è Nðåáðàìè: èç i â j ïðîâîäèòñÿ (ðîâíî îäíî) ðåáðî, åñëè è òîëüêî åñëè j = F (i).Óïð. 4 Îïèñàòü ãðà�û êàêèå ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ.Ìåðà µ íà X - êàæäîé òî÷êå i ∈ X ñîïîñòàâëÿåòñÿ ÷èñëî (åå ìåðà) µ(i). Åñëè µ(i) ≥
0,

∑

i∈X µ(i) = 1, òî ìåðà íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé. Ìåðà ìíîæåñòâà A ⊂ X îïðåäåëÿ-åòñÿ êàê ñóììà ìåð åãî òî÷åê
µ(A) =

∑

i∈A

µ(i)Îòîáðàæåíèå F îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå F ∗ ìíîæåñòâà ìåð íà X â ñåáÿ
(F ∗µ)(A) = µ(F−1(A))Ìåðà µ íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî F , åñëè µ = F ∗µ, òî åñòü äëÿ âñåõ A

µ(A) = µ(F−1(A))Òåïåðü ïðèâåäåì âàæíûå ïðèìåðû îòîáðàæåíèé.4



Äèíàìèêà ÷àñòèö íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâåÇàäà÷à 1 Íà äèñêðåòíîé îêðóæíîñòè ñ n òî÷êàìè ðàñïîëîæåíî k < n ÷àñòèö â ðàçíûõòî÷êàõ. Âîçüìåì â êà÷åñòâå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X - ìíîæåñòâî âñåõ ðàñïîëîæåíèé(êîí�èãóðàöèé) ÷àñòèö, |X| = Ck
n, à â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ F : X → X ñëåäóþùååïðàâèëî. Çà åäèíèöó âðåìåíè êàæäàÿ ÷àñòèöà ñìåùàåòñÿ íà îäèí øàã ïî ÷àñîâîé ñòðåë-êå, åñëè òàì íåò äðóãîé ÷àñòèöû. Åñëè åñòü, òî ÷àñòèöà îñòàåòñÿ íà ñâîåì ìåñòå.Íàéòè âñå èíâàðèàíòíûå ìåðû.Çàäà÷à 2 Íà äèñêðåòíîì òîðå ñ n2 òî÷êàìè {(x, y) : x, y = 1, ..., n} ðàñïîëîæåíî k <

n2 ÷àñòèö â ðàçíûõ òî÷êàõ (xi, yi). Ïåðâîíà÷àëüíî êàæäîé ÷àñòèöå ïðèïèñàí âåêòîð�ñêîðîñòè� vi = (1, 0) èëè vi = (0, 1). Çà îäèí øàã êàæäàÿ i-òàÿ ÷àñòèöà ñìåùàåòñÿ âòî÷êó (xi, yi) + vi, åñëè òàì íåò äðóãîé ÷àñòèöû, è åñëè òóäà íå ñîáèðàåòñÿ ïðûãíóòüäðóãàÿ ÷àñòèöà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÷àñòèöà îñòàåòñÿ íà ñâîåì ìåñòå, íî ìåíÿåòâåêòîð ñêîðîñòè íà äðóãîé. Íàéòè âñå èíâàðèàíòíûå ìåðû äëÿ k = 2.Íåéðîííûå ñåòè Ëèòòëà-Õîï�èëäà Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé âîçüìåì ìíî-æåñòâî êîí�èãóðàöèé X = {−1, 1}V íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå V . Îòîáðàæåíèå F : X → X(ïðàâèëî Õåááà)
(Fu)i = sgn(

∑

j

Jijuj), Jij =
1

N

p
∑

α=1

xα
i xα

jîïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì p âåêòîðîâ xα = (xα
1 , ..., xα

N), N = |V |. Òàêîé âèä îòîðàæåíèÿ ìîäå-ëèðóåò ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, òåîðèÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êëàññè-êîé ìàòåìàòèêè. Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòîé ìîäåëè ñîñòîèò â òîì, ÷òî xα ÿâëÿþòñÿ èäåàëüíûìèîáðàçàìè, è åñëè x åñòü èñêàæåííûé îáðàç, ó êîòîðîãî áîëüøèíñòâî êîîðäèíàò ñîâïàäàåòñ xα
i , òî èòåðàöèè F äàäóò âåêòîð xα, ñì. [10℄.Óïð. 5 Äîêàçàòü:1. åñëè xα îðòîãîíàëüíû, òî îíè ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè F ;2. åñëè p = 1, òî äëÿ ëþáîãî u F (u) = x1, åñëè áîëüøå ïîëîâèíû êîîðäèíàò u è x1ñîâïàäàþò, à åñëè ìåíüøå, òî F (u) = −x1;Îáû÷íî êîîðäèíàòû ìåíÿþòñÿ íå âñå âìåñòå, à ïî î÷åðåäè, â íåêîòîðîì ïîðÿäêå (àñèí-õðîííàÿ äèíàìèêà).Óïð. 6 Äîêàçàòü, ÷òî ïðè èçìåíåíèè îäíîé êîîðäèíàòû �óíêöèÿ (íàçûâàåìàÿ ýíåðãè-åé)

E(u) = −
∑

i<j

Jijuiujíå âîçðàñòàåò.Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ìåð (ìàðêîâñêèå öåïè) Êàêèå åùå ìîãóò áûòü îòîáðàæå-íèÿ U ìíîæåñòâà M = MX âñåõ ìåð íà X â ñåáÿ ? Ýòî ïðåæäå âñåãî ëèíåéíûå îòîáðàæå-íèÿ, òî åñòü äëÿ ëþáûõ äâóõ ìåð µ1, µ2 è äâóõ ÷èñåë a1.a2

U(a1µ1 + a2µ2) = a1U(µ1) + a2U(µ2)

(N × N)-ìàòðèöà P = (pij) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé,åñëè ñóììà åå ýëåìåíòîâ â êàæäîé ñòðîêå ðàâíà 1, ïîýòîìó ìàòðèöà ïèøåòñÿ ñïðàâà. Òîãäà
µP òàêæå âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà (µ - âåêòîð-ñòðîêà). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòèì èñ÷åðïû-âàþòñÿ âñå ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ U , ïåðåâîäÿùèå ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð â ñåáÿ.5



Ñõîäèìîñòü Äëÿ ëþáîé ìåðû µ ââåäåì åå íîðìó
||µ|| =

∑

i

|µ(i)|Theorem 1 Ïóñòü âñå pij > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà π(íåïîäâèæíàÿ òî÷êà) òàêàÿ ÷òî πP = π, è êîíñòàíòà 0 < α < 1 òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîéâåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ
||µP n − π|| ≤ αnÄîêàæåì ýòî äëÿ N = 2. Ïóñòü åñòü äâå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû µ è ν. Ïîäåéñòâóåì ìàòðèöåé

P íà èõ ðàçíîñòü x = µ− ν = (x0, x1) è äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò 0 < α < 1 òàêîå, ÷òî äëÿâñåõ µ, ν
||xP || < α < 1Çäåñü äåéñòâóåò ìåõàíèçì ñîêðàùåíèÿ ïëþñ ìàññû è ìèíóñ ìàññû: èõ ðàâíîå êîëè÷åñòâî,òàê êàê x0 + x1 = 0, òî x1 = −x0. Ïóñòü y = xP , òîãäà y0 + y1 = 0 è

y0 = x0p00 + x1p10 = (p00 − p10)x0

y1 = x0p01 + x1p11 = x1(−p01 + p11)è
|y0| + |y1| < α(|x0| + |x1|), α = max(|p00 − p10|, | − p01 + p11|)Óïð. 7 1. Ïðîâåñòè àíàëîãè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ N > 2;2. Êàê ìîæíî îñëàáèòü óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ ýëåìåíòîâ pij ?Íåëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ (íåëèíåéíûå öåïè Ìàðêîâà) Ïðèìåðîì íåëèíåéíîãîîòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð â ñåáÿ ìîæåò áûòü êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå

(U(µ))(k) =
∑

i

∑

j

µiµjW ((i, j) → k)ãäå W - ñèììåòðè÷åñêîå âåðîÿòíîñòíîå ÿäðî (à ïîïðîñòó - íàáîð íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë
W ((i, j) → k) äëÿ i, j, k = 1, ..., N) òàêîå ÷òî

W ((i, j) → k) = W ((j, i) → k) ≥ 0, ∀i, j, k

∑

k

W ((i, j) → k) = 1, ∀i, jÕîðîøåé òåîðèè òàêèõ íåëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ïîêà íåò.Óïð. 8 Äîêàçàòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî MX â ñåáÿ. Ñ�îðìóëè-ðîâàòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êè.Ìíîãîå ñêàçàííîå âûøå ìîæíî ïåðåíåñòè íà ñëó÷àé, êîãäà X ñ÷åòíî.Óïð. 9 Êàæäîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : X → X ðàçáèâàåòñÿ íà îðáè-òû, ãäå îðáèòîé òî÷êè x íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {F (n)(x), n ∈ (−∞,∞)}. Åñëè X ñ÷åò-íî, ìîãóò áûòü êàê êîíå÷íûå òàê è áåñêîíå÷íûå îðáèòû. Îïèñàòü âñå èíâàðèàíòíûåâåðîÿòíîñòíûå ìåðû äëÿ êîíå÷íîãî è ñ÷åòíîãî X.6



1.2 Óõîä îò êîíå÷íîñòèÊîíå÷íûå àâòîìàòû (áåç âõîäà) ïðîèçâîäÿò òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Ñëåäóþùèé øàã â ïîñòðîåíèè áîëåå ñëîæíûõ àëãîðèòìîâ îñíîâàí íà ïîñòóëàòå ïîòåí-öèàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè: ê êàæäîìó öåëîìó ÷èñëó ìîæíî ïðèáàâèòü åäèíèöó. Îòñþäàâîçíèêëè àâòîìàòû ñî ñ÷åòíûì ÷èñëîì âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé - ìàøèíû Òüþðèíãà, ðå-êóðñèâíûå �óíêöèè è ñâÿçàííûå ñ íèìè ðàçíûå ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà. Êàê ýòè ïîíÿòèÿñâÿçàòü ñî ñëîæíûì è ñëó÷àéíûì ìèðîì ? Ïåðâûé âîçìîæíûé îòâåò: ÷èñëî ýëåìåíòîââ X êîíå÷íî íî î÷åíü âåëèêî, è íàäî èçó÷àòü àñèìïòîòèêè äëÿ áîëüøèõ N = |X|. Ïðèýòîì áåñêîíå÷íûå X ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåìàòèêàìè óäîáñòâà ðàäè. À ñëó÷àéíîñòü ýòî âñåðàâíî ÷òî ñëîæíîñòü èëè íåäîñòóïíîñòü - ñàìûå ñëîæíûå âåùè è åñòü ñàìûå ñëó÷àéíûå.Îäíàêî, ïîïûòêè îáëå÷ü ýòî â ÷åòêèå ïîíÿòèÿ ïîêà ïðèâåëè ëèøü ê íåêîòîðûì îáùèìòåîðèÿì [8, 9℄, íî â îòíîøåíèè ïðèêëàäíûõ ìîäåëåé ðàçâèòèå ïîøëî ïî áîëåå ïðîñòîìó èáûñòðîìó âàðèàíòó.Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé èìååò äåëî, â îñíîâíîì, ñ íåñ÷åòíûìè ìíîæåñòâàìè
X. Ïîäìíîæåñòâà íåñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ÷ðåçâû÷àéíî ðàçíîîáðàçíû. Îáû÷íî èõ îïèñûâà-þò è êëàññè�èöèðóþò ñîãëàñíî àëãîðèòìàì èõ ïîñòðîåíèÿ. Èçëàãàåìûå íèæå ïîíÿòèÿ, ñîäíîé ñòîðîíû, íåîáõîäèìû êàæäîìó ïèøóùåìó âåðîÿòíîñòíèêó, à ñ äðóãîé - êîíêðåòíûåâû÷èñëåíèÿ âñåãäà ìîæíî ïðîâåñòè áåç èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé.Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè è ìåðû Â íåñ÷åòíîì X çàäàåòñÿ ñèñòåìà B�ïðîñòûõ� áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, íàïðèìåð íà ïðÿìîé ýòî îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Èç íèõñòðîÿòñÿ áîëåå ñëîæíûå ìíîæåñòâà, íå ÿâëÿþùèåñÿ îòêðûòûìè, ïóòåì îáû÷íûõ îïåðàöèéíàä ìíîæåñòâàìè - äîïîëíåíèÿ, îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ. Ìèíèìàëü-íàÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùàÿ âñå áàçèñíûå ìíîæåñòâà è çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíîýòèõ îïåðàöèé, íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ìíîæåñòâ, ïîðîæäåííîé áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè.Êàæäîå ìíîæåñòâî èç ýòîé àëãåáðû ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå �îðìóëû, ñîäåðæàùåéêîíå÷íîå ÷èñëî áàçèñíûõ ìíîæåñòâ è êîíå÷íîå ÷èñëî îïåðàöèé äîïîëíåíèÿ, îáúåäèíåíèÿè ïåðåñå÷åíèÿ.Åñëè ðàçðåøàòü ñ÷åòíûå îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ, òî ãîâîðÿò î ñèãìà-àëãåáðå
Σ = Σ(B).Óïð. 10 Ïóñòü B - ñîâîêóïíîñòü âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ïðÿìîé. Ïðèâåñòè ïðèìåðìíîæåñòâà, ïðèíàäëåæàùåãî ñèãìà-àëãåáðå, íî íå ïðèíàäëåæàùåãî àëãåáðå, ïîðîæäåí-íîé B. Ñóùåñòâóåò ëè ïðèìåð ïåðåñå÷åíèÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íàïðÿìîé, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ íè îòêðûòûì, íè çàìêíóòûì è íå ïðèíàäëåæèò àëãåáðåìíîæåñòâ, ïîðîæäåííîé îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè ?Åñëè X - òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ âñå îò-êðûòûå ìíîæåñòâà, òî ìèíèìàëüíàÿ ñèãìà-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ èìè, íàçûâàåòñÿ ñèãìà-àëãåáðîé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ. Â íà÷àëå 20 âåêà âàæíîé ÷àñòüþ ìàòåìàòèêè áûëàäåñêðèïòèâíàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ, â êîòîðîé óäåëÿëîñü ìíîãî âíèìàíèÿ êëàññè�èêàöèè áî-ðåëåâñêèõ (è äàæå íå áîðåëåâñêèõ) ìíîæåñòâ [7℄. Ñåé÷àñ ýòà îáëàñòü ìàòåìàòèêè ïðî÷íîçàáûòà.Ïóñòü êàæäîìó ìíîæåñòâó A ∈ Σ ñîïîñòàâëåíî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî µ(A), âîçìîæ-íî ðàâíîå ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè, ïðè÷åì âûïîëíåíî ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè: ìåðà ñ÷åòíîãîîáúåäèíåíèÿ íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ðàâíî ñóììå èõ ìåð. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíàíåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà µ íà X. 7



Ìåòîä âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ Êàê âû÷èñëèòü ìåðó îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ Xi,åñëè îíè ïåðåñåêàþòñÿ è ìû çíàåì ìåðó èõ ïåðåñå÷åíèé ? Îòâåò äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ î÷å-âèäåí
µ(X1 ∪ X2) = µ(X1) + µ(X2) − µ(X1 ∩ X2)äëÿ òðåõ ïîñëîæíåå

µ(X1∪X2∪X3) = µ(X1)+µ(X2)+µ(X3)−µ(X1∩X2)−µ(X1∩X3)−µ(X2∩X3)+µ(X1∩X2∩X3)×òîáû ýòî äîêàçàòü, íàäî ïîäñ÷èòàòü ñêîëüêî ðàç â êàæäîì ÷ëåíå ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòèó÷èòûâàåòñÿ êàæäàÿ òî÷êà îáúåäèíåíèÿ.Óïð. 11 Îáîáùèòü ýòó �îðìóëó íà áîëüøåå ÷èñëî ìíîæåñòâ.Îñíîâíàÿ òåîðåìàTheorem 2 Ïóñòü A - àëãåáðà ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå X, ΣA - ìèíèìàëüíàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ A. Ïóñòü íà A çàäàíà íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà µ, µ(X) = 1, ñî ñâîé-ñòâàìè êîíå÷íîé àääèòèâíîñòè è ìîíîòîííîé íåïðåðûâíîñòè. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òîåñëè çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ìíîæåñòâ Ai ∈ A, i = 1, 2, ...

A1 ⊃ A2 ⊃ ...,ñ ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì ∩∞
i=1Ai = ∅, òî

µ(Ai) → 0Òîãäà µ ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæåíà äî ìåðû íà ΣA ñ òàêèì æåñâîéñòâîì ìîíîòîííîé íåïðåðûâíîñòè.Óïð. 12 Èç ñâîéñòâà ìîíîòîííîé íåïðåðûâíîñòè âûòåêàåò ñâîéñòâî ñ÷åòíîé àääè-òèâíîñòè. Ïóñòü Bi, B ∈ A, B = ∪∞
i=1Bi, ïðè÷åì Bi ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, òîãäà
µ(B) =

∞
∑

i=1

µ(Bi)Îòîáðàæåíèå F : X → X íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì (óâàæàþùèì ñòðóêòóðó èçìåðè-ìîñòè), åñëè ïðîîáðàç èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà èçìåðèì. Èçó÷åíèåì òàêèõ îòîáðàæåíèéè èíâàðèàíòíûõ ìåð äëÿ íèõ çàíèìàåòñÿ áîëüøàÿ íàóêà - ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðèÿ (äèíà-ìè÷åñêèõ ñèñòåì), âîçíèêøàÿ êàê îòâåòâëåíèå òåîðèè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé. Îíà èìååò ìíîãî ïåðåñå÷åíèé ñ òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé, è ýòî äâå íàóêè, îïëîäî-òâîðÿþùèå äðóã äðóãà. Ïîëó÷èòü õîðîøåå ïðåäñòàâëåíèå îá ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè ìîæíîïî ìíîãèì êíèãàì - îò ïðîñòûõ äî áîëåå ïîëíûõ è ñëîæíûõ [11, 12, 13℄.
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Èíòåãðàë Ëåáåãà Åñëè µ - íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà è f - íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ íà
Ω, òî èíòåãðàë Ëåáåãà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

∫

Ω

fdµ = sup
g:g≤f

N
∑

k=1

xiµ({ω : g(ω) = xi})ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì �óíêöèÿì g, ïðèíèìàþùèì êîíå÷íîå (èëè ñ÷åòíîå) ÷èñëîçíà÷åíèé xi, i = 1, ..., N , è òàêèì ÷òî g ≤ f . Â îáùåì ñëó÷àå ìåðà µ è �óíêöèÿ ïðåäñòàâ-ëÿþòñÿ â âèäå
µ = µ+ − µ=, f = f+ − f−ãäå µ+, µ−, f+, f− - íåîòðèöàòåëüíû. Ïðè ýòîì ãîâîðèòñÿ ÷òî èíòåãðàë îïðåäåëåí, åñëèèíòåãðàëû ∫

fkdµl êîíå÷íû ëèáî ïðè k = l ëèáî ïðè k = −l. Èíòåãðàë òîãäà îïðåäåëÿåòñÿêàê
∫

Ω

fdµ =

∫

Ω

f+dµ+ +

∫

Ω

f−dµ− −
∫

Ω

f+dµ− −
∫

Ω

f−dµ+1.3 Ñëîâà, äåðåâüÿ, ãðàììàòèêè. �åêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ èïðîèçâîäÿùèå �óíêöèèÊîìáèíàòîðèêà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â òðèâèàëüíîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà- ëþáîå êîìáèíàòîðíîå óòâåðæäåíèå åñòü óòâåðæäåíèå î âåðîÿòíîñòè íåêîòîðîãî ñîáû-òèÿ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî è ìíîãîå â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ñêðûòîé êîìáèíàòî-ðèêîé. Îäíàêî, åñëè â êîìáèíàòîðèêå áîëåå âàæíóþ ðîëü èãðàþò òî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ(÷òî îïðåäåëÿþò åå áëèçîñòü ê àëãåáðå è òåîðèè ÷èñåë), òî â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé áîëüøåèíòåðåñóþòñÿ àñèìïòîòèêîé. Â ýòîé ëåêöèè ìû ïîëó÷èì ïîíÿòèå î ÷àñòî èñïîëüçóåìûõêîìáèíàòîðíûõ îáúåêòàõ, íàó÷èìñÿ ïîëó÷àòü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ â ïðîñòûõ êîì-áèíàòîðíûõ çàäà÷àõ è ðåøàòü èõ ìåòîäîì ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé.Ñëîâà Äâîè÷íûå ñëîâà äëèíû N ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç íóëåé è åäèíèö
α = x1...xN , xi ∈ {0, 1}Ïðîñòåéøàÿ êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à: êàê ìíîãî ñëîâ äëèíû N , íå èìåþùèõ äâóõ åäèíèöðÿäîì, òî åñòü ïîäñëîâ 11 ?Ïóñòü Li(N), i = 0, 1, - ÷èñëî òàêèõ ñëîâ äëèíû N ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì, ÷òî

xN = i. Òîãäà
L0(1) = 1, L1(1) = 1, L0(2) = 2, L1(2) = 1, L0(3) = 3, L1(3) = 2è, áîëåå òîãî, äëÿ N > 2 èìååì ñëåäóþùèå ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

L1(N) = L0(N − 1), L0(N) = L1(N − 1) + L0(N − 1)Îòñþäà
L0(N) = L0(N − 1) + L0(N − 2), N = 3, 4, ... (1)ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿì

L0(1) = 1, L0(2) = 29



Òàêîå æå ñîîòíîøåíèå èìååò ìåñòî äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, íî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äðóãèå.Îáîçíà÷àÿ,
f(N) = L0(N), F (z) =

∞
∑

N=3

f(N)zNóìíîæàÿ íà zN îáå ÷àñòè (1) è ñóììèðóÿ, èìååì
F (x) =

∞
∑

N=3

f(N)xN =
∞

∑

N=3

f(N − 1)xN +
∞

∑

N=3

f(N − 2)xN =

= x(F (x) + 2x2) + x2(F (x) + 2x2 + x)Îòêóäà
F (x) = x3 3 + 2x

1 − x − x2�àöèîíàëüíûå ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè Êàê èç ÿâíîãî âèäà ïðîèçâîäÿùåé �óíê-öèè ïîëó÷èòü âèä èëè àñèìïòîòèêó êîý��èöèåíòîâ ? Äëÿ ïðîñòåéøåé äðîáè ýòî ëåãêî
∑

fNxN =
1

1 − bx
=⇒ fN = bN�àçëîæåíèå íà ïðîñòåéøèå äðîáè

1

1 − x − x2
= − 1

(x − a)(x − b)
=

1

a − b
(

a

1 − a−1x
− b

1 − b−1x
)

a = −1

2
−

√
5

2
, b = −1

2
+

√
5

2Àñèìïòîòèêà îïðåäåëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïî ìîäóëþ êîðíåì b (òî åñòü íàèáîëüøèì |b|−1).Îòñþäà
fN ∽ C1b

−N = CφNãäå φ =
√

5+1
2

íàçûâàåòñÿ çîëîòûì ñå÷åíèåì, à êîíñòàíòó C ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âû÷èñëèòü÷èòàòåëþ.Îäèí èç ñòèìóëîâ ðîñòà ìàòåìàòèêè - îáîáùåíèÿ (ýòî äàëåêî íå ñàìûé âàæíûé ñòè-ìóë). Åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå â íàøåé ñèòóàöèè - ñäåëàòü òî æå ñàìîå äëÿ ëþáîãî ïîä-ñëîâà ëþáîé äëèíû. Êàê ýòî ñäåëàòü - îáúÿñíÿþò ñëåäóþùèå çàäà÷è.Óïð. 13 Ïóñòü α - ëþáîå ñëîâî, LN (α) - ÷èñëî ñëîâ äëèíû N , íå ñîäåðæàùèõ íè îäíîãîïîäñëîâà α. Áóäåò ëè ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ
Fα(x) =

∞
∑

N=0

LN(α)xNðàöèîíàëüíîé ?
10



Óïð. 14 Ìîæíî ëè è êàê ðàçëîæèòü íà ïðîñòåéøèå äðîáè (òî åñòü êàê ëèíåéíóþ êîì-áèíàöèþ �óíêöèé 1
x−b

)
1

xN + aN−1xN−1 + ... + a0åñëè ó ìíîãî÷ëåíà òîëüêî ïðîñòûå êîðíè. Äâà ñïîñîáà - íåïîñðåäñòâåííûé è ñ ïîìîùüþòåîðåì êîìïëåêñíîãî àíàëèçà. Äëÿ áîëåå äëèííûõ ïîäñëîâ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíîâ ðàñòåò,ñ÷èòàòü êîðíè ñòàíîâèòñÿ âñå ñëîæíåå è íèêòî íå ñòàíåò èõ ñ÷èòàòü áåç êðàéíåéíóæäû. Ïîä êðàéíåé íóæäîé ïîíèìàåòñÿ âàæíàÿ ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à.Óïð. 15 Áóäåò ëè âåðíî, ÷òî äëÿ âñåõ α àñèìïòîòèêà ÷èñåë Lα(N) èìååò âèä CβNäëÿ íåêîòîðûõ C = C(α) > 0, 0 < β = β(α) < 1 ? Áóäåò ëè âåðíî, ÷òî äëÿ âñåõ αàñèìïòîòèêà log Lα(N) èìååò âèä cN äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò c = c(α) ?�ðàììàòèêà êàê ïðîöåññ �ðàììàòèêà ÿçûêà è ìàòåìàòè÷åñêèé òåðìèí �ãðàììà-òèêà� - âåùè ðàçíûå íî áëèçêèå. �ðàììàòèêà ÿçûêà èçó÷àåò ñòðóêòóðó ñëîâà è �ðàçû, àòàêæå âîçìîæíîñòè èõ èçìåíåíèÿ ñ ïîìîùüþ çàìåí îäíèõ ÷àñòåé ñëîâ è �ðàç íà äðóãèå.Â ìàòåìàòèêå èçó÷àþò êàêèå ñëîâà èç êàêèõ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåííûõïîäñòàíîâîê.Ïóñòü Σ - ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ ëþáîé äëèíû èç ñèìâîëîâ 0, 1. �àññìîòðèì ïðåîáðàçî-âàíèå U : Σ → Σ (ïàðàëëåëüíûå ïîäñòàíîâêè), ãäå êàæäûé 0 â ñëîâå çàìåíÿåòñÿ íà 101,à êàæäàÿ åäèíèöà íà 010. Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ñëîâî α0, íàïðèìåð α0 = 0è ïîëîæèì α1 = Uα0, α2 = U(Uα0), ... Ïóñòü nt(0), nt(1) - ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî íóëåé èåäèíèö ó ñëîâà αt. Òîãäà
nt+1(0) = nt(0) + 2nt(1), nt+1(1) = 2nt(0) + nt(1)Óïð. 16 Íàéòè àñèìïòîòèêó nt(0).Ñâîáîäíûå ãðóïïû êàê ãðàììàòèêè Äèñêðåòíûå ãðóïïû ìîæíî ðàññìàòðèâàòüêàê îñîáûé âèä ãðàììàòèê, ãäå ïîäñòàíîâêè ýòî îïðåäåëåííûé òèï ñîêðàùåíèé. Òàê, ñâî-áîäíàÿ íåêîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè îïðåäåëÿåòñÿ ñëîâàìè èç 4 ñèì-âîëîâ a, a−1, b, b−1. Ïðîèçâåäåíèå (êîíêàòåíàöèÿ) w1w2 ñëîâ w1 è w2 îïðåäåëÿåòñÿ ñòàâÿèõ îäíî çà äðóãèì. Äâà ñëîâà îïðåäåëÿþò îäèí ýëåìåíò ãðóïïû, åñëè èì ñîîòâåòñòâóåòîäíî è òî æå ïðèâåäåííîå ñëîâî, òî åñòü ñëîâî, ãäå íå ìîãóò ñòîÿòü ðÿäîì ai è a−1

i . Âñåïðèâåäåííûå ñëîâà îïðåäåëÿþò ðàçíûå ýëåìåíòû ãðóïïû. ×èñëî L(N) ïðèâåäåííûõ ñëîâäëèíû N
L(N) = 4.3N−1òàê êàê ïåðâûé ñëåâà ýëåìåíò ìîæíî âçÿòü ÷åòûðüìÿ ñïîñîáàìè, à êàæäûé ñëåäóþùèéòîëüêî òðåìÿ.Áèíàðíûå ïëîñêèå äåðåâüÿ Äåðåâî ýòî ñâÿçíûé ãðà� áåç öèêëîâ. Êîðíåâîåäåðåâî èìååò âûäåëåííóþ âåðøèíó, íàçûâàåìóþ êîðíåì. Êîðíåâîå ïëîñêîå äåðåâî - êîð-íåâîå äåðåâî âìåñòå ñ åãî âëîæåíèåì â ïëîñêîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî íåïðåðûâíîé äå�îðìàöèèïëîñêîñòè. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî âàæíî ëèøü êàêàÿ èç äâóõ èñõîäÿùèõ èç äàííîé âåð-øèíû ðåáåð, â íàïðàâëåíèè îò êîðíÿ, áóäåò ïðàâîé à êàêàÿ ëåâîé. Äâà òàêèõ äåðåâà ñ÷è-òàþòñÿ îäèíàêîâûìè (èçîìîð�íûìè), åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèåîäíîãî ìíîæåñòâà âåðøèí íà äðóãîå, ÷òî êîðåíü ïåðåõîäèò â êîðåíü, à ïðàâîå (ëåâîå) ðåá-ðà â ïðàâîå (ëåâîå) ðåáðà. Ïóñòü C(N) - ÷èñëî êîðíåâûõ áèíàðíûõ ïëîñêèõ (òî åñòü èç11



êàæäîé âåðøèíû, â íàïðàâëåíèè îò êîðíÿ, èäåò 2 èëè 0 âåòâåé) äåðåâüåâ ñ 2N âåðøèíàìèêðîìå êîðíÿ. Äëÿ ýòèõ ÷èñåë, íàçûâàåìûõ ÷èñëàìè Êàòàëàíà, èìååò ìåñòî êâàäðàòè÷íîåðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
C(0) = C(1) = 1

C(N) =
∑

m+n=N−1

C(m)C(n), N ≥ 2Óïð. 17 Äîêàçàòü, ÷òî
C(N) =

1

N + 1
CN

2Nè íàéòè ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ
F (z) =

∞
∑

N=0

CNzNÂòîðè÷íàÿ ñòðóêòóðà �ÍÊ Ìîëåêóëà �ÍÊ ÿâëÿåòñÿ ïîëèìåðîì, òî åñòü öåïî÷êîéèç áîëåå ïðîñòûõ ìîëåêóë. Îäíàêî, â ñâåðíóòîì ñîñòîÿíèè, ìåæäó íåêîòîðûìè ìîëåêó-ëàìè öåïî÷êè ñóùåñòâóþò äîïîëíèòåëüíûå ñâÿçè. Ôîðìàëüíî ýòî âûãëÿäèò òàê. �ðà�(íå-îðèåíòèðóåìûé) ñ ìíîæåñòâîì V = {1, 2, ..., n} âåðøèí èìååò ðåáðà äâóõ òèïîâ: 1)ïîëèìåðíûå ðåáðà (1, 2), (2, 3), ..., (n− 1, n), êîòîðûå åñòü â êàæäîé ïîëèìåðíîé ìîëåêóëå,2) ïåðåìû÷êè (i, j) ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì - åñëè (i, j) è (k, l) äâå ëþáûå ïåðåìû÷êè,ïðè÷åì i < k < j, òî è i < l < j. Òàêèå ãðà�û ñîîòâåòñòâóþò ïðàâèëüíîé ðàññòàíîâêåíåêîòîðîãî ÷èñëà N ïàð ñêîáîê, òî åñòü N ëåâûõ ñêîáîê è N ïðàâûõ.Óïð. 18 Ñêîëüêî òàêèõ êîí�èãóðàöèé ñêîáîê ? Ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå,àíàëîãè÷íîå ïðåäûäóùåìó, îòîæäåñòâëÿÿ êîí�èãóðàöèþ ñêîáîê ñ êîðíåâûì ïëîñêèì äå-ðåâîì, ó êîòîðîãî èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäÿò 1 èëè 2 ðåáðà, â íàïðàâëåíèè îò êîðíÿ.
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2 Ýëåìåíòàðíûå âû÷èñëåíèÿÂ êà÷åñòâå ïîëíûõ êóðñîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (ê ÷àñòÿì 2 è 3 ýòèõ ëåêöèé) ìû ðåêîìåí-äóåì ñèñòåìàòè÷åñêèå èçëîæåíèÿ [4, 3, 5℄, ïîëíûå ïðèìåðîâ è ïðèëîæåíèé êóðñû [1, 2℄.Êðàòêîå ââåäåíèå (ê ÷àñòè 2) åñòü â [6℄.2.1 Ñõåìà Áåðíóëëè�àññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
Ω = {ω}, ω = (x1, ..., xN ), xi = ±1èç 2N ýëåìåíòîâ. Ïóñòü íà Ω çàäàíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P (ω). Òîãäà Ω íàçûâàåòñÿ âå-ðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì, P - âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà íåì, òî÷êè

ω ∈ Ω íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè, ïîäìíîæåñòâà A ⊂ Ω - ñîáûòèÿìè, à�óíêöèè f(ω) íà Ω - ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.Ïðèìåðû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: ξi(ω) = xi è S =
∑N

i=1 ξi, òî åñòü ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì
1 è ÷èñëîì −1 â ω.Ìåðîé (èëè ñõåìîé) Áåðíóëëè íàçûâàåòñÿ ìåðà

P (ω) = pkqN−kãäå 0 ≤ p ≤ 1, q = 1 − p, à k ÷èñëî åäèíèö â ñëîâå ω.Óïð. 19 �àññìîòðèì ñîáûòèå Ai = {ω : ξi(ω) = 1}. Äîêàçàòü, ÷òî P (Ai) = p. Ïîýòîìó
p ìîæíî íàçûâàòü âåðîÿòíîñòüþ 1 â ñõåìå Áåðíóëëè.Ñ êàæäîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé f ñâÿçûâàåòñÿ ìíîãî ðàçíûõ åå õàðàêòåðèñòèê: ñðåäíåå

Ef =
∑

ω

f(ω)P (ω)ìîìåíò f ïîðÿäêà m

Efm =
∑

ω

fm(ω)P (ω)è ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ Ezf . À òàêæå, ðàçáèåíèå Ω íà ïîäìíîæåñòâà Bf,y = {ω : f(ω) =
y} è àëãåáðà ñîáûòèé Af , ñâÿçàííûõ ñ f . Ñîáûòèå ñâÿçàíî ñ f , åñëè îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿâ âèäå îáúåäèíåíèÿ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ Bf,y.Óïð. 20 Äîêàçàòü

ES =
∑

Eξi = N(p − q)Ñîáûòèÿ A1, ..., Ak íàçûâàþòñÿ (âçàèìíî) íåçàâèñèìûìè, åñëè
P (A1 ∩ ... ∩ Ak) =

k
∏

i=1

P (Ai)Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû f1, ..., fk íàçûâàþòñÿ (âçàèìíî) íåçàâèñèìûìè, åñëè ëþáûå ñîáûòèÿ
A1, ..., Ak, ãäå Ai ñâÿçàíî ñ fi, íåçàâèñèìû. 13



Óïð. 21 Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå: ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû f1, ..., fk âçàèìíî íåçàâèñèìû,åñëè
E

∏

Fi(fi) =
∏

EFi(fi)äëÿ ëþáûõ �óíêöèé F1, ..., Fk.Óïð. 22 Äîêàçàòü íåçàâèñèìîñòü ξi è âûâåñòè èç ýòîãî
DS = σ2(S) = E(S − ES)2 =

∑

i,j

E(ξi − Eξi)(ξj − Eξj) =

=
∑

i

E(ξi − Eξi)
2 = 4pqN

EzS =
∏

i

Ezξi = (pz + qz−1)NÓïð. 23 Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ (îò âåùåñòâåííûõ λ) êàê
fS(λ) = EeiλS =

∏

i

Eeiλξi = (peiλ + qe−iλ)NÄîêàçàòü
dmfS

d(iλ)m
|λ=0

= ESmè âû÷èñëèòü ìîìåíòû è ñåìèèíâàðèàíòû S, îïðåäåëÿåìûå êàê
dm(log fS)

d(iλ)m
|λ=0Óïð. 24 Ïðîâåðèòü

faS(λ) = fS(aλ)è äëÿ p = q = 1
2
ïîêàçàòü

f S√
N

(λ) = (
1

2
e

i λ√
N +

1

2
e
−i λ√

N )N = (1 − λ2

2N
+ o(

1

N
))N →N→∞ e−

λ2

2Íàéòè ïðåäåëû ìîìåíòîâ è ñåìèèíâàðèàíòîâ S√
N
ïðè N → ∞.Ïåðå÷èñëèì âàæíûå íàáëþäåíèÿ êàñàòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû SN :1. ñðåäíåå SN ðàñòåò ëèíåéíî ïî N , åñëè p 6= q;2. äèñïåðñèÿ SN òàêæå ðàñòåò ëèíåéíî ïî N äëÿ âñåõ p 6= 0, 1;3. óêëîíåíèÿ SN îò ñâîåãî ñðåäíåãî, ñóùåñòâåííî áîëüøèå ÷åì êîðåíü èç äèñïåðñèè, òîåñòü ÷åì √

N , èìåþò ìàëóþ âåðîÿòíîñòü, òî÷íåå
P (|S − ES| ≥ A

√
N) ≤ DS

A2N
→ 0åñëè A → ∞ âìåñòå ñ N . Ýòî ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî, íî î÷åíü âàæíîãî, ñîîòíîøåíèÿ(íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà)

DS ≥ P (|S − ES| ≥ a)a2;14



4. (çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë) äëÿ ëþáîãî ǫ > 0

P (|SN

N
− (p − q)| ≥ ǫ) →N→∞ 0ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî SN

N
ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå p − q ïî ðàñïðåäåëåíèþ.Áîëåå òî÷íûå îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ äðóãîé òåõíèêîé, à èìåííî èç �îðìóëû Ñòèðëèíãà

n! ∼
√

2πn(
n

e
)nçíàìåíèòîé óæå òåì, ÷òî â íåå âõîäÿò îäíîâðåìåííî äâà çíàìåíèòûõ ÷èñëà: π è e.Theorem 3 (Ëîêàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà) Ïóñòü 0 < p < 1. Òîãäà ðàâíîìåðíîïî âñåì x = O(n1/2) òàêèì, ÷òî (p − q)n + x åñòü öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî,

P{Sn = (p − q)n + x} ∼ 1√
2πnpq

e−
x2

2npq (2)ïðè n → ∞.Â ÷àñòíîñòè, ïðè p = 1/2 âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî åäèíèö â òî÷íîñòè ðàâíî ÷èñëóíóëåé, âåñüìà ìàëà (íî íå ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà) ïðè áîëüøèõ (÷åòíûõ) n. À èìåííî,ïóñòü n = 2k. Òîãäà
P{Sn = k} ∼ 1√

πk
.Ïðè x ïî ïîðÿäêó áîëüøèõ ÷åì √

n ãîâîðÿò î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ, åñëè x èìååò ïî-ðÿäîê n, è îá óìåðåííûõ, åñëè ïîðÿäîê x ìåíüøå n.Áîëüøèå óêëîíåíèÿ Îáîçíà÷èì ÷åðåç P áåðíóëëèåâñêóþ ìåðó ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà
p, à ÷åðåç π áåðíóëëèåâñêóþ ìåðó ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà α. Ôóíêöèÿ

Ĥ(p, α) = α ln
α

p
+ (1 − α) ln

1 − α

1 − píàçûâàåòñÿ ýíòðîïèåé ìåðû π îòíîñèòåëüíî ìåðû P.Theorem 4
P{Sn = [αn]} ∼ 1

√

2πα(1 − α)n
exp(−nĤ(p, α)), (3)

0 < α < 1, α 6= pÂ ñëó÷àå p = q = 1
2

P{Sn = [αn]} ∼ 1
√

2πα(1 − α)n
exp(−n(ln 2 − H(α)),ãäå

H(α) = −α ln α − (1 − α) ln(1 − α).15



íàçûâàåòñÿ ýíòðîïèåé ìåðû π. Îíà íåîòðèöàòåëüíà, âûïóêëà ââåðõ, ðàâíà íóëþ ïðè
α = 0, α = 1 è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè α = 1/2. Åå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñòåïåíüíåîïðåäåëåííîñòè ðåçóëüòàòà ïðè áðîñàíèè ìîíåòû ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà α. Äåéñòâè-òåëüíî, ïðè α = 0 ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî ðåøêà, à ïðè α = 1 òîëüêî îðåë è, ñëåäîâàòåëüíî,íèêàêîé íåîïðåäåëåííîñòè íåò. Åñëè æå α = 1/2, ïîÿâëåíèå îðëà è ðåøåòêè îäèíàêîâîâåðîÿòíî, è â ýòîì ñìûñëå íåîïðåäåëåííîñòü ðåçóëüòàòà ìàêñèìàëüíà.Äîêàçàòåëüñòâà äâóõ ïîñëåäíèõ òåîðåì ïîëó÷àþòñÿ ïîäñòàíîâêîé �îðìóëû Ñòèðëèíãàâ áèíîìèàëüíóþ �îðìóëó äëÿ âåðîÿòíîñòè P{Sn = pn + x}.Áîëåå åñòåñòâåííîå îáúÿñíåíèå ïîÿâëåíèþ ýíòðîïèè äàåò òåîðåìà Ìàêìèëëàíà, ÷è-òàòåëü ìîæåò ñàì ïðèäóìàòü åå òî÷íóþ �îðìóëèðîâêó. À ñóòü åå ïðîñòà - ïî çàêîíó áîëü-øèõ ÷èñåë ÷èñëî N1 åäèíèö ñðåäè ξ1, ..., ξN áëèçêî ê pN . Ñîîòâåòñòâåííî âåðîÿòíîñòüòèïè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ1, ..., ξN áëèçêà ê

pN1qN−1 = exp(N(p ln p + q ln q) = exp(−NH(p))2.2 Êîíå÷íûå öåïè Ìàðêîâà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåìÏðîñòðàíñòâî ïóòåé Çäåñü ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé (ïóòåé) áóäåò ìíî-æåñòâî ΩN äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû N

ΩN = {ω = (x1, ..., xN ) : xi = 0, 1}ãäå èíäåêñû 1, ..., N ïîíèìàþòñÿ êàê äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè, xi - êàê ñîñòîÿíèå, âêîòîðîì ìû áûëè â ìîìåíò i, à ω - êàê ïóòü ïî ìíîæåñòâó ñîñòîÿíèé. Çàäàäèì ìåðó íà
ΩN , òî åñòü âåðîÿòíîñòè ïóòåé

P (N)(ω) = px1px1x2...pxN−1xNãäå åñòü äâà âèäà ïàðàìåòðîâ:1. âåêòîð-ñòðîêà p = (p0, p1) íà÷àëüíûõ âåðîÿòíîñòåé p0, p1 ≥ 0, p0 + p1 = 1;2. ìàòðèöà (
p00 p01

p10 p11
) ñî ñâîéñòâîì ñòîõàñòè÷íîñòè

pij ≥ 0, p00 + p01 = 1, p10 + p11 = 1Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü: ìàòðèöà ñïðàâà pP . ×àñòíûé ñëó÷àé - ñõåìà Áåðíóëëè, ãäå òåïåðüáóäåò 0 âìåñòî −1

P = (
q p
q p

), p0 = q, p1 = pÂåðîÿòíîñòè ñîáûòèé â ìíîæåñòâå ïóòåéÓïð. 25 Ââåäåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξi = xi, êàê è äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè. Äîêàçàòü1.
P (N)(ξk = 0) + P (N)(ξk = 1) = 12. óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ äëÿ ðàçíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ Ωn è Ωk, k < n,äîêàçàòü

P (k)(x1, ..., xk) = P (n)(x1, ..., xk) =
∑

xk+1,...,xn

P (n)(x1, ..., xn) =
∑

xk+1,...,xn−1

∑

xnÏîñëåäíÿÿ ñóììà äàñò 1, è ò.ä. ïî èíäóêöèè. Ââèäó ýòîãî ðåçóëüòàòà ìû ìîæåìîòáðîñèòü âåðõíèé èíäåêñ ó âåðîÿòíîñòè è îáîçíà÷àòü P = P (N).16



Óñëîâíûå ìåðû (âåðîÿòíîñòè) Äëÿ êàæäîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P íà êîíå÷íîì ìíî-æåñòâå Ω ëþáîå ñîáûòèå A ⊂ Ω, P (A) 6= 0, îïðåäåëÿåò óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó
PA(B) = P (B|A) =

P (B ∩ A)

P (A)Óïð. 26 Äîêàçàòü î÷åíü âàæíóþ �îðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè: åñëè åñòü ðàçáèå-íèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà
∪Ai = Ω, Ai ∩ Aj = ∅òî äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ B

P (B) =
∑

i

P (Ai)P (B|Ai)Óïð. 27 (ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî) Äëÿ ëþáûõ N è k < N

P (N)(xk+1 = 1|xk = 0) = P (N)(xk+1 = 1|xk = 0, xk−1 = 0, ..., x1 = 0) = p01òî åñòü, íàïðèìåð, p01 - óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü, ÷òî xk+1 = 1, åñëè xk = 0.Óïð. 28 Äðóãàÿ �îðìóëèðîâêà ìàðêîâñêîãî ñâîéñòâà: ïóñòü A - ëþáîå ïîäìíîæåñòâîïðîñòðàíñòâà ïóòåé x1, ..., xk−1, è B - ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà ïóòåé xk+1, ..., xN .Òîãäà ïðè çàäàííîì xk (òî åñòü ïðè ñâåðøèâøåìñÿ ñîáûòèè {ω : ξk(ω) = xk}) A è Bóñëîâíî íåçàâèñèìû, òî åñòü íåçàâèñèìû ïî óñëîâíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðå P (.|xk)

P (B ∩ A|ξk = xk) = P (B|ξk = xk)P (A|ξk = xk)Óïð. 29 Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé î ñõîäèìîñòè ëåêöèè 1, äîêàçàòü ýêñïîíåíöèàëü-íóþ îöåíêó óáûâàíèÿ êîððåëÿöèé: ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C > 0 è 0 < α < 1 òàêèå,÷òî äëÿ âñåõ i, j
|Eξiξj − EξiEξj| < Cα|j−i|Óïð. 30 Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùåå óïðàæíåíèå, äîêàçàòü ëèíåéíûé ðîñò äèñïåðñèè SN ,ìàëóþ âåðîÿòíîñòü óêëîíåíèé áîëüøèõ √

N îò ñðåäíåãî è çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë (ñ ïîìî-ùüþ íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà).Ñîáûòèÿ ñ áåñêîíå÷íûìè ïóòÿìè Ñîáûòèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ω∞ âñåõ áåñêîíå÷íûõïóòåé
ω = (x1, ..., xn, ...)äîëæíû áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ïðåäåëû ñîáûòèé â ïðîñòðàíñòâàõ ΩN .Óïð. 31 Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò ξ1 = 0 è ïóñòü A∞ - ñîáûòèå �íèêîãäà íå âûéòèèç íóëÿ�. A∞ ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè (0, 0, ..., 0, ...) è
A∞ = ∩∞

N=1ANãäå AN - ñîáûòèå �íå âûéòè èç íóëÿ çà N øàãîâ�. Òàê êàê P (AN) = pN
00, òî

P (A∞) = lim
N→∞

P (AN) = 017



Îáùàÿ �îðìàëèñòèêà Äëÿ ïîíèìàíèÿ îáùåé ñèòóàöèè íàäî âåðíóòüñÿ ê ëåêöèè 2.Êàæäîé òî÷êå (x1, ..., xN) ∈ ΩN ñîïîñòàâèì ïîäìíîæåñòâî A(x1, ..., xN) ⊂ Ω∞, ñîñòîÿùååèç âñåõ ïóòåé, ïåðâûå N ñèìâîëîâ êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ x1, ..., xN . Âñå ñîáûòèÿ, êîòîðûåòîëüêî ìîæíî âîîáðàçèòü, ïðèíàäëåæàò ìèíèìàëüíîé σ-àëãåáðå ∑

∞, ïîðîæäåííîé âñåìèòàêèìè ïîäìíîæåñòâàìè.Óïð. 32 Äîêàçàòü, ÷òî â ñõåìå Áåðíóëëè ñîáûòèå A �íåò íè îäíîé êîìáèíàöèè èç äâóõïîñëåäîâàòåëüíûõ íóëåé�, ðàâíà íóëþ.Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî A ïðèíàäëåæèò âñåì ñîáûòèÿì Ak,k+1 = Ω \ {ω : xk =
xk+1 = 0}, à çíà÷èò è èõ ïåðåñå÷åíèþ, à òàêæå íåçàâèñèìîñòüþ ξi.Âûðîæäåííûå öåïè Öåïè Ìàðêîâà ñ ëþáûì êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé X =
{1, ..., M} îïðåäåëÿþòñÿ â òî÷íîñòè êàê äëÿ M = 2, ñ ïîìîùüþ íà÷àëüíîé âåêòîð-ñòðîêèè ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû M × M .Óïð. 33 Ñäåëàòü âîçìîæíûå îáîáùåíèÿ ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ðàçäåëà íà ñëó-÷àé ïðîèçâîëüíîãî M .Ñîñòîÿíèå x ∈ X íàçûâàåòñÿ ïîãëîùàþùèì, åñëè pxx = 1, òî åñòü ïîïàâ â x, ìû íåâûéäåì èç ýòîãî ñîñòîÿíèÿ. Ñîñòîÿíèå x íàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííûì, åñëè, âûéäÿ èç
x, ìû áîëüøå â íåãî íå âåðíåìñÿ (òî åñòü íåò òàêîãî ïóòè ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè).Íåïðèâîäèìûì êëàññîì íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé A ⊂ X òà-êîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ x, y ∈ A åñòü ïóòü x = x1, x2, ..., xl = y èç x â y ïîëîæèòåëüíîéâåðîÿòíîñòè px1x2px2x3...pxl−1xl

> 0. Öåïü íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìîé, åñëè òàêîé êëàññîäèí è îí ñîâïàäàåò ñî âñåì X. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå öåïü íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìîé. Çà-ìåòèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ òåðìèíîëîãèÿ â ðàçíûõ ìåñòàõ ìîæåò ðàçëè÷àòüñÿ.Óïð. 34 Ïðèâåñòè ïðèìåðû íà âñå ýòè ïîíÿòèÿ.Óïð. 35 Êàêèå òðóäíîñòè ìîãóò âîçíèêíóòü, åñëè öåïü ïðèâîäèìà ? Ïîêàçàòü, ÷òî âñåíà÷àëüíûå �îðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ íà ýòîò ñëó÷àé, íî íåñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé, ñõîäèìîñòü ê íèì, óáûâàíèå êîððåëÿöèé.2.3 Îäíîìåðíûå ãèááñîâñêèå ìåðûÏîíÿòèÿ, ðàññìàòðèâàåìûå íèæå, âîçíèêëè â �èçè÷åñêîì êîíòåêñòå, ïîýòîìó ýëåìåíòûìíîæåñòâà ΩN = {ω = (x−N , ..., xN), xi = ±1} íàçûâàþòñÿ êîí�èãóðàöèÿìè, xi íàçûâàåòñÿñïèíîì â òî÷êå i, à èíòåðâàë ïðîñòðàíñòâåííîé ðåøåòêè {−N, ..., N} ∈ Z èç 2N + 1 òî÷åêíàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì îáúåìîì.Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ Φ : {−1, 1}2 → R, íàçûâàåìàÿ ïîòåíöèàëîì. Îíàîïðåäåëÿåò ýíåðãèþ Φ(xi, xi+1) âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèíîâ â òî÷êàõ i è i + 1 Ýíåðãèåé êîí-�èãóðàöèè ω íàçûâàåòñÿ ñóììà ýíåðãèé âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ñïèíàìè
E(ω) = E(x−N , ..., xN ) =

N−1
∑

i=−N

Φ(xi, xi+1)Êîí�èãóðàöèè, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ýíåðãèè, íàçûâàþòñÿ îñíîâíûìèñîñòîÿíèÿìè. Ïóñòü Φ(xi, xi+1) = Jxixi+1, ãäå J - âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Åñëè J < 0,òî îñíîâíûìè ñîñòîÿíèÿìè áóäóò x−N = ... = xN = 1 è x−N = ... = xN = −1, . Åñëè æå
J > 0, òî îñíîâíûìè ñîñòîÿíèÿìè áóäóò àëüòåðíèðóþùèå êîí�èãóðàöèè (1,−1, 1 − 1, ...)è (−1, 1 − 1, 1, ...). 18



Óïð. 36 Êàêèìè åùå ìîãóò áûòü âåùåñòâåííûå �óíêöèè Φ îò äâóõ äâîè÷íûõ ïåðåìåí-íûõ ? Íàéòè îñíîâíûå ñîñòîÿíèÿ äëÿ òàêèõ Φ.Âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà ìíîæåñòâå ΩN , íàçûâàåìàÿ ìåðîé �èááñà â êîíå÷íîì îáúåìå,ââîäèòñÿ òàê
P (ω) = P (N)(ω) =

exp(−βE(ω))

ZN
=

exp(−βE(ω))
∑

ω exp(−βE(ω))ãäå ïàðàìåòð 0 ≤ β = 1
T
≤ ∞ íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé òåìïåðàòóðîé.Óïð. 37 Îñíîâíûå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå âåðîÿòíûìè êîí�èãóðàöèÿìè ïðè ëþ-áîé òåìïåðàòóðå. Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, òî åñòü åñëè T → 0, âåðîÿòíîñòè îñíîâ-íûõ ñîñòîÿíèé ñòðåìÿòñÿ ê 1

2
(ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì N).Ìåòîä òðàíñ�åð-ìàòðèöû Ìàòðèöà

U = (
u1,1 u1,−1

u−1,1 u−1,−1
) = (

exp(−βJ) exp βJ
exp βJ exp(−βJ)

)íàçûâàåòñÿ òðàíñ�åð-ìàòðèöåé. Ïóñòü s(A) ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A, è ââåäåìäâóìåðíûé âåêòîð
e = (1, 1)

U ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó
U = WDW−1, D = (

λ1 0
0 λ2

) =⇒ UN = WDNW−1ãäå λ1, λ2 - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Îíè âåùåñòâåííûå òàê êàê ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà. Ïîòåîðåìå Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà äëÿ ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè îäíî èç íèõ ïî-ëîæèòåëüíî è ìàêñèìàëüíî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Ïóñòü λ1 > |λ2| > 0.Óïð. 38 Âû÷èñëèòü ÿâíî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2 è íîðìèðîâàííûå îðòîãîíàëüíûåñîáñòâåííûå âåêòîðà e1, e2 ìàòðèöû U .Òîãäà ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà èìååò àñèìïòîòèêó
ZN =

∑

x1,...,xN

exp(−βE(x1...xN )) = s(U2N ) = (eU2N .e) ∼ c2
1λ

2N
1ãäå ìû ðàçëîæèëè e = c1e1 + c2e2. Àñèìïòîòèêà ñâîáîäíîé ýíåðãèè FN (òî åñòü ëîãà-ðè�ìà ñòàòñóììû, äåëåííîãî íà âåëè÷èíó �îáúåìà�)

F = lim
N→∞

FN = lim
N→∞

1

2N + 1
log ZN = λ1Òàê æå êàê è ðàíüøå, ìîæíî ââåñòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξi. Âåðîÿòíîñòè

P
(N)
i1,...,ik

(xi1 , ..., xik) = P (N)(ξi1 = xi1 , ..., ξik = xik)íàçûâàþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè (â ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå îíè íàçûâàþòñÿ
k-÷àñòè÷íûìè êîððåëÿöèîííûìè �óíêöèÿìè). Êàê èõ ñ÷èòàòü è áóäóò ëè îíè èìåòü19



ïðåäåë ïðè N → ∞ ? Îäíî÷àñòè÷íûå �óíêöèè ðàâíû 1
2
ââèäó ñèììåòðèè P (N)(ω) =

P (N)(−ω). �àññìîòðèì, íàïðèìåð, äâóõ÷àñòè÷íûå �óíêöèè
P N(x0 = 1, x1 = 1) =

(e, UNe+)u11(e+, UN−1e)

(e, U2Ne)
=

=
u11(c1c+,1)

2λ2N−1
1 + O(λN

1 λN
2 )

(c1)2λ2N
1 + O(λ2N

2 )
→N→∞ (c+,1)

2λ−1
1 exp(−β)ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ðàçëîæåíèå âåêòîðà e+ = (1, 0) = c+,1e1 + c+,2e2. Âäóìàâøèñü â ýòóâûêëàäêó, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïðåäåëû ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ êîððåëÿöèîííûõ �óíê-öèé è îïðåäåëÿþò �âåðîÿòíîñòè� òàê íàçûâàåìûõ öèëèíäðè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-ñòâà Ω∞ − {(..., xi, ...)} áåñêîíå÷íûõ êîí�èãóðàöèé (íà ðåøåòêå Z), òî åñòü ìíîæåñòâ âñåõáåñêîíå÷íûõ êîí�èãóðàöèé, èìåþùèõ çàäàííûå çíà÷åíèÿ íà êîíå÷íîì ÷èñëå ìåñò. Ââèäóî÷åâèäíûõ óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ (òî åñòü óñëîâèé êîíå÷íîé àääèòèâíîñòè), âåðîÿòíîñòíàÿìåðà îïðåäåëåíà â äåéñòâèòåëüíîñòè íà àëãåáðå ìíîæåñòâ, ïîðîæäåííîé öèëèíäðè÷åñêè-ìè ìíîæåñòâàìè.Öåíòðàëüíîå è òèïè÷íîå óòâåðæäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòà ìåðà ïðîäîëæàåòñÿ íàñèãìà-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ àëãåáðîé öèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ (òåîðåìà Êîëìîãîðî-âà). Äëÿ ýòîãî íàäî çàìåòèòü, ÷òî ëþáàÿ âëîæåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèëèíäðè÷åñêèõìíîæåñòâ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, è óñëîâèå îñíîâíîé òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè ìå-ðû àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî. Ïîñòðîåííàÿ ïðåäåëüíàÿ ìåðà íàçûâàåòñÿ ãèááñîâñêèìðàñïðåäåëåíèåì â áåñêîíå÷íîì îáúåìå.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ýòî äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû (âçàèìîäåéñòâèå ñ âíåøíåé ñðåäîé) âýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ. Ìû ðàçîáðàëè ñëó÷àé ïóñòûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (êîãäà íåòäîïîëíèòåëüíûõ ÷ëåíîâ). Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, òî åñòü åñëè â ýíåðãèèåñòü äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí Φ(x−N , xN)

ZN = TrU2N+1 = λ2N+1
1 + λ2N+1

2Ìû âîñïîëüçîâàëèñü �îðìóëîé
Tr(AB) =

∑

i

∑

j

(AijBji) =
∑

i

∑

j

(BijAji) = Tr(BA)Óïð. 39 Äîêàçàòü, ÷òî áóäåò òîò æå ðåçóëüòàò äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè è äëÿ ïðåäåëü-íûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé, åñëè ðàññìàòðèâàòü äðóãèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, íàïðèìåð,åñëè ââåñòè äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû Jx−N + JxN .2.4 Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿÏóñòü x0 è xn - äâå òî÷êè îäíîìåðíîé ðåøåòêè Z. Ïóòü äëèíû n èç òî÷êè x0 â òî÷êó xnåñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Γ = x0x1...xnòî÷åê ðåøåòêè òàê ÷òî |xi+1 − xi| = 1 äëÿ âñåõ i = 0, 1, ..., n − 1.Óïð. 40 Äîêàçàòü, ÷òî åñëè n è y − x ÷åòíû, òî ÷èñëî ïóòåé äëèíû n èç x â y ðàâíî

Lx,y(n) = C
n+y−x

2
n . 20



Óïð. 41 Ïóñòü L0
x,y(n) - ÷èñëî òåõ èç íèõ, êîòîðûå õîòÿ áû îäèí ðàç ïîïàäàþò â 0.Òîãäà ïðè x, y > 0 (ïðèíöèï îòðàæåíèÿ)

L0
x,y(n) = L−x,y(n)à ÷èñëî ïóòåé äëèíû n íà Z èç x > 0 â y > 0 êîòîðûå íå ïîïàäàþò â 0 ðàâíî

L+
x,y(n) = Lx,y(n) − L−x,y(n)Ââåäåì òåïåðü âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó P n (ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå) íà ìíîæåñòâå ïóòåéäëèíû n. Äëÿ ýòîãî çàäàäèì íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå x0 ÷àñòèöû è âåðîÿòíîñòè ñêà÷êîâ

pk,k±1 èç êàæäîé òî÷êè k ∈ Z. Îáîçíà÷èì
P n(Γ) = px0x1 ...pxn−1xnâåðîÿòíîñòü ïóòè Γ äëèíû n èç x0 â xn.
Äëÿ îäíîðîäíîãî áëóæäàíèÿ, òî åñòü êîãäà pk,k+1 =

p, pk,k−1 = q áóäåò
P n(Γ) = pkqn−kãäå k - ÷èñëî ñêà÷êîâ íàïðàâî. ×åðåç âåðîÿòíîñòè ïóòåé ìîæíî âûðàæàòü âåðîÿòíîñòèäðóãèõ ñîáûòèé. Ïóñòü íàïðèìåð, â ìîìåíò 0 ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â x0 = 0, òîãäà âåðîÿò-íîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò n ÷àñòèöà áóäåò â òî÷êå xn åñòü ñóììà âåðîÿòíîñòåé ïóòåé èç 0â x = xn, èëè

P n(xn = x) =
∑

Γ:x0=0,xn=x

P n(Γ)Óïð. 42 Îáñóäèòü óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ìåð P n è P m äëÿ n 6= m òàê æå êàê è ðàíüøå,÷òîáû äàëåå ìîæíî áûëî ïèñàòü P = P n îïóñêàÿ âåðõíèé èíäåêñ.Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì ðåêóððåíòíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ òðåõ �óíäàìåíòàëüíûõ âå-ëè÷èí:I) (âåðîÿòíîñòü äîñòèæåíèÿ) âåðîÿòíîñòü Qi èç òî÷êè x0 = i > 0 äîñòèãíóòü òî÷êè 0ðàíüøå ÷åì òî÷êè N , âûðàæàåòñÿ êàê ñóììà
Qi =

∞
∑

n=0

∑

Γn

P (Γn)ïî ïóòÿì Γn òàêèì�÷òî
x0 = i, xn = 0, 0 < xj < N, j = 1, 2, ..., n − 1Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ëåãêî âûâåñòè ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
Qi = pi,i−1Qi−1 + pi,i+1Qi+1, Q0 = 1, QN = 0Âàæíî ýòîò âûâîä ïðîâåñòè òàêæå íà èíòóèòèâíîì óðîâíå: ñíà÷àëà èç i ïðûãàåì ëèáîâ i − 1 ëèáî â i + 1 ñ âåðîÿòíîñòÿìè pi,i−1 è pi,i+1 ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî ñâîäèò çàäà÷ó êíà÷àëüíîé òî÷êå i − 1 èëè i + 1.ßñíî ÷òî Qi+1 ≤ Qi.
Ïåðåïèøåì
(pi,i−1 + pi,i+1)Qi = pi,i−1Qi−1 + pi,i+1Qi+121



pi,i+1(Qi − Qi+1) = pi,i−1(Qi−1 − Qi), i = 1, 2, ...è îáîçíà÷àÿ ui = Qi−1 − Qi, uN = QN−1, èìååì
ui+1 =

pi,i−1

pi,i+1

ui = (
i

∏

k=1

pk,k−1

pk,k◦1

)u1 ⇒

⇒ 1 = Q0 − QN = u1 + ... + uN = u1(1 +

N
∑

i=1

(

i
∏

k=1

pk,k−1

pk,k+1
))

1 − Q1 = u1 = (1 +
N

∑

i=1

(
i

∏

k=1

pk,k+1

pk,k−1

))−1Äëÿ îäíîðîäíîãî áëóæäàíèÿ âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:1) q ≥ p Òîãäà pk,k−1

pk,k+1
= q

p
≥ 1

n
∑

i=1

(

i
∏

k=1

pk,k−1

pk,k+1
) → ∞ =⇒ u& = 1 − Q1 →N→∞ 02) q > p . Òîãäà ðÿä

∞
∑

i=1

(

i
∏

k=1

pk,k+1

pk,k−1
)ñõîäèòñÿ è çíà÷èò ïðè Q1 → const < 1.Óïð. 43 �àññìîòðèì áëóæäàíèå íà Z+ è îáîçíà÷èì Ri âåðîÿòíîñòü âûéäÿ èç i > 0ïîïàñòü â 0 êîãäà-íèáóäü, òî åñòü ñóììó âåðîÿòíîñòåé âñåõ ïóòåé i = x0, x1, ..., xn = 0òàêèõ, ÷òî xk 6= 0, k = 1, ..., n − 1. Òîãäà Ri = limN→∞ Qi.II) Ïóñòü òåïåðü

p01 = 1, pN,N−1 = 1Òàêîå áëóæäàíèå íàçûâàåòñÿ áëóæäàíèåì ñ îòðàæåíèåì íà ãðàíèöå, òàê êàê åñëè â ìîìåíò
0 òî÷êà íàõîäèòñÿ â îòðåçêå {0, 1, ..., N}, òî îíà íèêîãäà èç íåãî íå âûéäåò. Äëÿ ñðåäíåãîâðåìåíè m

(N)
i äîñòèæåíèÿ íóëÿ èç òî÷êè 0 < i ≤ N ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ áóäóò

m0 = 0, mi = pi−1mi−1 + pi+1mi+1 + 1, 0 < i < N, mN = 1 + mN−1Óïð. 44 Ïîêàçàòü àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó�÷òî åñëè p ≥ q, òî m
(N)
i →N→∞ ∞ äëÿ âñåõ

i. Åñëè æå p < q, òî m
(N)
i →N→∞ mi < ∞ äëÿ âñåõ i.III) Ïóñòü π

(N)
i - ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè äëÿ íàøåãî áëóæäàíèÿ.Óïð. 45 Âû÷èñëèòü èõ è äîêàçàòü, ÷òî åñëè â îäíîðîäíîì ñëó÷àå p > q, òî π

(N)
i →N→∞

0 äëÿ âñåõ i.Â ïîñëåäíåé ëåêöèè ýòîãî ðàçäåëà ìû èõ âû÷èñëèì ïî äðóãîìó.
22



Áëóæäàíèå â ñëó÷àéíîé ñðåäå Êàæäûé íàáîð ÷èñåë α = {0 < αn < 1} îïðåäåëÿåòñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ñ âåðîÿòíîñòÿìè ñêà÷êîâ pn,n+1 = αn, pn,n−1 = 1 − pn,n+1 íà âñåéðåøåòêå Z. Íî ÷òî áóäåò, åñëè ýòè ÷èñëà ñàìè ñëó÷àéíû ? Òîãäà ãîâîðÿò, î ñëó÷àéíîìáëóæäàíèè â ñëó÷àéíîé ñðåäå. Îäíîðîäíîé ñëó÷àéíîé ñðåäîé íàçûâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà
αn îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Ìû ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî αn íåçàâèñèìû è αn = a+, a−ñ âåðîÿòíîñòÿìè ñîîòâåòñòâåííî µ(a+), µ(a−), òî åñòü îáðàçóþò ñõåìó Áåðíóëëè, åå ìåðóîáîçíà÷èì µ. Ôèêñèðóåì òåïåðü íàáîð α, èëè êàê ãîâîðÿò çàìîðîçèì ñëó÷àéíóþ ñðåäó.Òîãäà ñðåäíåå ïîëîæåíèå ÷àñòèöû EαSt â ìîìåíò t çàâèñèò îò α. Ìîæíî äàëåå óñðåäíèòüýòó âåëè÷èíó ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé ñðåäû µ, òî åñòü âû÷èñëèòü EµEαSt.Îáîçíà÷èì

m = Eµ(ln
pn,n+1

pn,n−1
)Çàäà÷à 3 Äîêàçàòü, àíàëîãè÷íî ðåêóððåíòíîìó ìåòîäó âûøå (èëè ïîñìîòðåòü äîêà-çàòåëüñòâî â ñòàòüå [15℄), ÷òî åñëè m > 0, òî Eµ(EαSn) →n→∞ ∞, à åñëè m < 0, òî

Eµ(EαSn) →n→∞ −∞, õîòÿ êàçàëîñü áû, äîëæíî áûòü óñëîâèå Eµ(pn,n+1 − pn,n−1) > 0 è
Eµ(pn,n+1 − pn,n−1) < 0 ñîîòâåòñòâåííî.Ïðîöåññ �àëüòîíà-Âàòñîíà Äðóãèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ áëóæäàíèå íà ìíîæåñòâå
Z+ = {0, 1, 2, ...}, ïðè÷åì ñîñòîÿíèå ξ(t) ïðîöåññà èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ÷èñëî ÷àñòèö âìîìåíò t = 0, 1, 2, .... Ñêà÷êè ìîãóò áûòü áîëüøå ÷åì íà 1, à èõ âåðîÿòíîñòè ïîäñ÷èòûâà-þòñÿ òàê. Åñëè â ìîìåíò ξ(t) = n, òî êàæäàÿ èç n ÷àñòèö íåçàâèñèìî îò äðóãèõ äàåò äâóõïîòîìêîâ, îñòàåòñÿ êàê åñòü èëè ãèáíåò ñ âåðîÿòíîñòÿìè p2, p1, p0 ñîîòâåòñòâåííî.Ââåäåì ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â ìîìåíò t

ft(z) =

∞
∑

n=0

P (ξ(t) = n)ztÏðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò 0 åñòü îäíà ÷àñòèöà òî åñòü f0(z) = z. Òîãäà â ìîìåíò 1

f1(z) = p2z
2 + p1z + p0Â ìîìåíò 2 ï.�. áóäåò

f1(f1(z))è àíàëîãè÷íî
ft+1(z) = ft(f1(z)) = f1(ft(z))Ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö

mt =
dft

dz
(1) =

dft−1

dz
(f1(1) = 1)

df1

dz
(1) = mt−1(2p2 + p1) = mt−1(1 + p2 − p0) (4)Ïîýòîìó åñòü òðè îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, ãäå ñèñòåìà âåäåò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó:íàäêðèòè÷åñêàÿ, ãäå p2 > p0, - ãäå ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö ðàñòåò, ñóáêðèòè÷åñêàÿ, p2 < p0,- ãäå ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, è êðèòè÷åñêàÿ, p2 = p0, - ãäå ñðåäíåå íåìåíÿåòñÿ.Áîëåå òî÷íîå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ïðîöåññà â ýòèõ îáëàñòÿõ ïîëó÷àåòñÿ ñëîæíåå. Ïðåæ-äå âñåãî åñòü ïðåäåë âåðîÿòíîñòè âûðîæäåíèÿ ft(0), âîçðàñòàþùåé âìåñòå ñ t

q = lim
t→∞

ft(0)23



Ýòî ìîæíî óâèäåòü èç ïðîöåññà èòåðàöèè, òàê êàê f1(z) âîçðàñòàþùàÿ è ñòðîãî âûïóêëàÿíà [0, 1], ïðè÷åì
f1(0) = p0, f1(1) = 1Ïîýòîìó óðàâíåíèå

f1(z) = zèìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü q íà [0, 1], ïðè ýòîì q = 1, åñëè m = 1 è q < 1, åñëè m > 1.Ýòîò êîðåíü è ðàâåí ïðåäåëüíîé âåðîÿòíîñòè âûðîæäåíèÿ.Âàæíî òàêæå êàê âåäåò ñåáÿ äèñïåðñèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â ìîìåíò t

Dt =
D1m

t−1(mt − 1)

m − 1
, m 6= 1

Dt = D1t, m = 1÷òî äîêàçûâàåòñÿ òàê æå êàê (4). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè m > 1 äèñïåðñèÿ ðàñòåò. Öåí-òðàëüíûì ðåçóëüòàòîì â íàäêðèòè÷åñêîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ðàñ-ïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ξ(t)
mt , êîòîðûé ðàâåí

P (
ξ(t)

mt
< x) → W (x)ÿâíûé âèä êîòîðîé íåèçâåñòåí. Î÷åíü êðàòêîå è ÷åòêîå èçëîæåíèå ïðîöåññà �àëüòîíà-Âàòñîíà ñì. [14℄.2.5 Öåïè Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåìÈíòåðâàëîì âðåìåíè òåïåðü áóäåò ïîëóîñü t ∈ [0,∞), à ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé S = {1, ..., N}.Ñîñòîÿíèå ïðîöåññà â ìîìåíò t îáîçíà÷èì ξ(t) ∈ S. Ìû ïðèâåäåì òðè îñíîâíûõ ïîäõîäàê îïðåäåëåíèþ öåïåé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì: îíè ýêâèâàëåíòíû è âåçäå ïàðàìåòðàìèÿâëÿþòñÿ ÷èñëà λij ≥ 0, i 6= j, à òàêæå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå pi(0).Èíòóèòèâíîå îïðåäåëåíèå õîòÿ è íå ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãèì, íî ñîâåðøåí-íî íåîáõîäèìî äëÿ ïðèäóìûâàíèÿ è ïðîäóìûâàíèÿ ïðèêëàäíûõ ìîäåëåé. Îñíîâîé ÿâëÿ-åòñÿ íàãëÿäíûé ïîñòóëàò: åñëè â ìîìåíò t ñèñòåìà áûëà â ñîñòîÿíèè i, òî çà èíòåðâàëâðåìåíè (t, t + ∆t) ñîâåðøàåòñÿ ïåðåõîä èç i â j 6= i ñ âåðîÿòíîñòüþ λij∆t + o(∆t). Òîãäà âýòîì æå èíòåðâàëå âðåìåíè

• âåðîÿòíîñòü áóäó÷è â i êóäà-òî ïðûãíóòü ðàâíà ∆t
∑

j:j 6=i λij

• áóäó÷è â i íèêóäà íå ïðûãíóòü ðàâíà 1 + λii∆t, λii = −∑

j:j 6=i λijÎòñþäà, âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, âûâîäèì äè��åðåíöèàëüíîåóðàâíåíèÿ äëÿ pi(t) = P (ξ(t) = i)

pt(i + ∆t) = pi(t)(1 − ∆t
∑

λij) +
∑

j:j 6=i

pj(t)λji∆tèëè, ïåðåíîñÿ pi(t) â ëåâóþ ÷àñòü, äåëÿ íà ∆t â ïðåäåëå ∆t → 0 ïîëó÷èì
dpt(i)

dt
=

∑

j:j 6=i

(pj(t)λji − pi(t)λij) (5)24



Âûðàæåíèÿ ∑

j:j 6=i pj(t)λji è ∑

j:j 6=i pi(t)λij èìåþò ñìûñë âõîäíûõ (â ñîñòîÿíèå i) è âûõîä-íûõ (èç ñîñòîÿíèÿ i) ïîòîêîâ.Îòñþäà ìîæíî âûâîäèòü äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ äðóãèõ âåëè÷èí. Íàïðè-ìåð, äëÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè qi(t) òîãî, ÷òî íàõîäÿñü â ìîìåíò 0 ñîñòîÿíèè i, ìû èç íåãîíå âûéäåì íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè (0, t)

qt(i + ∆t) = qi(t)(1 + λii∆t)

dqt(i)

dt
= λiiqi(t), qi(t) = eλiit (6)Çíà÷èò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðûæêà íå áóäåò â èíòåðâàëå âðåìåíè (0, t), íî îí áóäåò âèíòåðâàëå (t, t + dt) ðàâíà

eλiitλiidt (7)Îäíî èç äâóõ ñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèé íåîáõîäèìî äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè èíòóèòèâ-íûõ ðàññóæäåíèé è äëÿ î�îðìëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòüè.Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå íà ÿçûêå ïîëóãðóïï (N ×N) ìàòðèöà H = (λij) ñî ñâîé-ñòâàìè
λij ≥ 0, i 6= j, λii = −

∑

j:j 6=i

λijíàçûâàåòñÿ ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû ìàòðèö
U t = eHt =

∞
∑

n=0

(Ht)n

n!ãäå ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ â ëþáîì ñìûñëå ñëîâà äëÿ ëþáîãî t ââèäó êîíå÷íîñòè íîðìûìàòðèöû H . Ìû óâèäèì, ÷òî ýëåìåíòû U t
ij áóäóò óñëîâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè áûòü â j âìîìåíò t, ïðè óñëîâèè, ÷òî â ìîìåíò 0 áûëè â i. Ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî íà �óíêöèîíàëüíîìÿçûêå

U t+s = U tUsÄëÿ ñîãëàñîâàíèÿ �îðìàëüíîãî è èíòóèòèâíîãî îïðåäåëåíèé íàäî ðàññìîòðåòü U∆t äëÿìàëûõ ∆t: äëÿ i 6= j
U∆t

ij = λij∆t + o(∆t)Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (5) ïîëó÷àåòñÿ èç
d

dt
U t = HU tÊîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ â òåðìèíàõ ïîëóãðóïïû çàïèñûâàþòñÿ â âèäåÄëÿ

0 ≤ t1 < ... < tk

P (ξ(t1) = i1, ..., ξ(tk) = ik) =
∑

i

pi(0)U t1
ii1

U t2−t1
i1i2

...U
tk−tk−1

ik−1ikÄàëåå ïî òåîðåìå Êîëìîãîðîâà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ïðîäîëæàåòñÿ íà áîëåå ñëîæíûå ñîáû-òèÿ. Íåóäîáñòâî ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåèçâåñòíî êàê âåäåò ñåáÿ ñèñòåìàâ ïðîìåæóòêàõ ìåæäó ìîìåíòàìè tk. Îò ýòîãî ñâîáîäíî ñëåäóþùåå25



Îïðåäåëåíèå â òåðìèíàõ ïóòåé Ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ íà èíòåðâàëå âðåìåíè [0, T ]- ïóòè, îïðåäåëÿåìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñîñòîÿíèé
i = i0 → i1 → ... → ik = jè ìîìåíòàìè ñêà÷êîâ â ýòè ñîñòîÿíèÿ

0 = t0 < t1 < ... < tk < t = tk+1Ïóòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé �óíêöèåé f(t) = im, tm ≤ t < tm+1, à âåðîÿò-íîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ïóòÿõ èíòóèòèâíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàê:1. â ìîìåíò 0 ìû â ñîñòîÿíèè i;2. â êàæäîì ñîñòîÿíèè åñòü ñâîé áóäèëüíèê, âêëþ÷àþùèéñÿ, êàê òîëüêî òî÷êà ïîïàäàåòâ ýòî ñîñòîÿíèå, è çâîíÿùèé ñëó÷àéíî â ñîîòâåòñòâèè ñ (7);3. ñðàçó ïîñëå çâîíêà âûáèðàåì êóäà ïðûãàòü ñ âåðîÿòíîñòÿìè
pij =

λij
∑

j:j 6=i λij(Öåïü Ìàðêîâà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì è òàêèìè ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè íàçû-âàåòñÿ âëîæåííîé öåïüþ).Çäåñü ïîëåçíî äðóãîå ðàçëîæåíèå â ðÿä.Óïð. 46 Èç âèäà ïðîèçâîäíîé d
dt

(eHte−H0t) âûâåñòè ðàçëîæåíèå
eHt = eH0t +

∫

eHsV eH0(t−s)ds = eH0t+

+

∞
∑

k=1

∫ t

0

∫ s1

0

...

∫ sk−1

0

eskH0V e(sk−1−sk)H0 ...V e(t−s1)H0dsk...ds1ãäå H0, V - äèàãîíàëüíàÿ è âíåäèàãîíàëüíàÿ ÷àñòè H. Äîêàçàòü åãî ñõîäèìîñòü. Ïðîèí-òåðïðåòèðîâàòü êàæäûé ÷ëåí ðÿäà â òåðìèíàõ ïóòåé.Óïð. 47 Çàïèñàòü êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå ñóìì è èíòåãðàëîâ ïî ïóòÿì èäîêàçàòü ðàâåíñòâî îïðåäåëåíèþ êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé â òåðìèíàõ ïîëóãðóïï.Ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè è öåïè Óðàâíåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñâî-äèòñÿ ê ðàâåíñòâó ïîòîêîâ
d

dt
(πeHt) = 0 ⇒ πH = 0 ⇒ πi

∑

j:j 6=i

λij =
∑

j:j 6=i

πjλji

26



Ïðîöåññ Ïóàññîíà Ïóñòü ñíà÷àëà èìååì äâà ñîñòîÿíèÿ S = {0, 1}, λ01 = λ10 = λ. ÖåïüÌàðêîâà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé �óíêöèåé, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿìîìåíòàìè ñêà÷êîâ
0 < t1 < t2 < ...Óïð. 48 Äîêàçàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ìîìåíòà ïåðâîãî ñêà÷êà (à òàêæå è îñòàëüíûõ)íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî âåêòîðà. Äîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû tk−tk−1íåçàâèñèìûè èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.Ïðîöåññ Ïóàññîíà η(t) îïðåäåëÿåòñÿ òàê: η(0) = 0 è â êàæäûé ìîìåíò ñêà÷êà ïðè-áàâëÿåòñÿ åäèíèöà. Îí ñâÿçàí ñî ìíîãèìè äðóãèìè âåùàìè, ïîýòîìó îí èìååò ðàçíûåýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ.Âòîðîå îïðåäåëåíèå. Êèäàåì ÷àñòèöû íà ïîëóîñü, ñíà÷àëà x1, ïîòîì â òî÷êó x2 è ò.ä.,òàê ÷òî ðàññòîÿíèÿ xk −xk−1 ïîëîæèòåëüíû, íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ óæåèçâåñòíûì íàì ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê xi áóäåòòàêèì æå, êàê ó ìîìåíòîâ ñêà÷êîâ â ïåðâîì îïðåäåëåíèè. Òîëüêî çäåñü ìîìåíòû ñêà÷êîâèíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê êîîðäèíàòû ÷àñòèö íà ïðÿìîé.Òðåòüå îïðåäåëåíèå (íà ïîëóïðÿìîé). Áðîñèì N ÷àñòèö íà îòðåçîê [0, L] ðàâíîìåðíî èíåçàâèñèìî. Ïóñòü ìíîæåñòâà A1, ..., Ak ⊂ [0, L] âçàèìíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è ïóñòü |Ai| - èõìåðû Ëåáåãà. Ïóñòü ξi - ñëó÷àéíîå ÷èñëî ÷àñòèö, ïîïàâøèõ â Ai. Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü

PN,M(ξi = ni) = Cni

M (
|Ai|
L

)ni(1 − |Ai|
L

)N−niÒîãäà â ïðåäåëå L, N → ∞ òàê, ÷òî N
L
→ ρ (ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö), íàçûâàåìîì òåðìî-äèíàìè÷åñêèì ïðåäåëîì, èìååì

PN,L(ξ1 = n1, ..., ξk = nk) →
k

∏

i=1

(ρ|Ai|)ni

ni!
e−ρ|Ai|Óïð. 49 Äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé 1 è 2.2.6 �àóññîâû ñèñòåìû è �óíêöèè îò íèõßçûê ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Îñíîâîé ÿçûêà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñëó-÷àéíîé âåëè÷èíû è ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Çàäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ìîæåòïîíèìàòüñÿ â øèðîêîì ñìûñëå, òî åñòü ïðîñòî êàê çàäàíèå äëÿ êàæäîãî âåùåñòâåííîãî x÷èñëà

0 ≤ Fξ(x) = P (ξ < x) ≤ 1ïîíèìàåìîãî êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ ìåíüøå x. Ôóíêöèÿ Fξ(x) íàçûâàåòñÿ �óíêöèåéðàñïðåäåëåíèÿ (ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ) è äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü åñòåñòâåííîìó óñëîâèþíåóáûâàíèÿ.Åñëè ãîâîðÿò î ñëó÷àéíîì âåêòîðå η = (η1, ..., ηN), òî èìååòñÿ â âèäó çàäàíèå ìíîãî-ìåðíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
0 ≤ Fη(x1, ..., xN ) = P (η1 < x1, ..., ηN < xN ) ≤ 1ñ óñëîâèåì íåóáûâàíèÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé.27



Åñëè ãîâîðÿò î ñèñòåìå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ηα}, çàíóìåðîâàííîé íåêîòîðûì ìíîæå-ñòâîì èíäåêñîâ, âîçìîæíî íåñ÷åòíûì, òî èìåþò â âèäó, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäìíî-æåñòâà èíäåêñîâ çàäàíà �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðè÷åì âñå ýòè �óíêöèè ñîãëàñîâàíû,òî åñòü äëÿ ηα1 , ..., ηαN

lim
xN→∞

P (ηα1 < x1, ..., ηαN
< xN) = P (ηα1 < x1, ..., ηαN−1

< xN−1)Åñëè α ïðîáåãàåò îäíîìåðíóþ ïðÿìóþ, èëè åå ÷àñòü, òî ãîâîðÿò î ñëó÷àéíîì ïðîöåññå,à åñëè ïðîáåãàåò äðóãîå ìíîãîîáðàçèå, òî î ñëó÷àéíîì ïîëå íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè.Áîëåå óçêîå ïîíÿòèå ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååò â âèäó ñèñòåìó èçìåðèìûõ�óíêöèé ηα(ω) íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå Ω ñ ìåðîé µ è òîãäà, íàïðèìåð,
P (ηα < x) = µ({ω : ηα(ω) < x})Åñëè çàäàíà ñèñòåìà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â øèðîêîì ñìûñëå, òî âî-ïåðâûõ, âñåãäà ìîæ-íî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó â óçêîì ñìûñëå íà íåêîòîðîì Ω. Ýòî äåëàåòñÿðàçíûìè ñïîñîáàìè:1. ÷àùå âñåãî âèä Ω íåâàæåí, è äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî òàêèå îáúåêòû Ω, ηα(ω) ïðîñòîñóùåñòâóþò;2. äëÿ êîíå÷íîé èëè ñ÷åòíîé ñèñòåìû ìîæíî âçÿòü Ω = Rn, n = 1, 2, ...,∞;3. åñëè èíäåêñàìè ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè íà íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå X, òî ìîæíî âûáðàòüêàêîé-ëèáî ñ÷åòíûé áàçèñ â ýòîì ìíîæåñòâå �óíêöèé è ïîñòóïèòü êàê â ïóíêòå 2, àíà îñòàëüíûõ �óíêöèÿõ îïðåäåëèòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ïî ëèíåéíîñòè èëè êàêèì-ëèáî ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì;4. èíîãäà äâå ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íàäî ïîñàäèòü íà îäíî âåðîÿòíîñòíîå ïðî-ñòðàíñòâî, òî åñòü ïðèäóìàòü äëÿ íèõ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, - òàê íàçûâàåìàÿïðîáëåìà êàïëèíãà (
oupling). ×àñòî ýòî òðåáóåò îïðåäåëåííîãî èñêóññòâàÑäåëàåì íåáîëüøîé ýêñêóðñ â òèïû ñõîäèìîñòè.Ñõîäèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Åñëè ïðåäïîëàãàòü îáùåå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàí-ñòâî äëÿ âñåõ ó÷àñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî åñòü ìíîãî âèäîâ ñõîäèìîñòè, íî ñêîðååîíè îòíîñÿòñÿ ê àíàëèçó, ÷åì ê òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ýòî ñõîäèìîñòü ïî íåêîòîðîé íîðìå,ñõîäèìîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 (ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå), òî åñòü äëÿ âñåõ ω, êðîìåìíîæåñòâà ìåðû íóëü. È íàêîíåö, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ηn ñõîäèòñÿïî ðàñïðåäåëåíèþ (ãîâîðÿò òàêæå - ïî ìåðå, ïî âåðîÿòíîñòè - íî òåðìèíîëîãèÿ ìîæåòðàçíèòüñÿ) ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå η, åñëè äëÿ âñåõ ǫ > 0

P (|η − ηn| > ǫ) →n→∞ 0Äëÿ ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè îçíà÷àåò ýòó ñõîäèìîñòü äëÿêàæäîé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìû, èëè äëÿ êàæäîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.Åñëè æå ðå÷ü èäåò î ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíàõ â øèðîêîì ñìûñëå, òî ðå÷ü èäåò î ñõîäèìî-ñòè ìåð íà Rd: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé µn ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ
µ, åñëè ∫

fdµn →
∫

fdµn äëÿ âñåõ îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé f íà Rd. Ýòî ýê-âèâàëåíòíî ñõîäèìîñòè âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèé µn(A) äëÿ A òàêèõ, ÷òî ãðàíèöà ∂A èìååò28



íóëåâóþ ìåðó µ, ñì. [4℄. Ýòîò íþàíñ ñ ãðàíèöåé ïîòîìó, ÷òî, íàïðèìåð, ìåðà ñ ãëàäêîéïëîòíîñòüþ ìîæåò ñõîäèòüñÿ ê òî÷å÷íîé ìåðå.×àñòî ïðîùå âñåãî äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ìîìåíòîâ èëè ñõîäèìîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ�óíêöèé. Ýòî îñîáåííî ïðîñòî, åñëè íàïðèìåð, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ηn ðàâíîìåðíî îãðà-íè÷åíû ñâåðõó è ñíèçó. Òîãäà ñõîäèìîñòü ìîìåíòîâ, õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé è �óíê-öèé ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ïîíÿòèÿìè. Áîëåå îáùî, åñëè äëÿ íåêîòîðîéêîíñòàíòû C > 0, ìîìåíòû ïîðÿäêà n íå ïðåâîñõîäÿò Cnn!, òàê êàê õ.�. â ýòîì ñëó÷àåàíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè íóëÿ íåêîòîðîãî ðàäèóñà R. Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ çà ýòó îêðåñò-íîñòü ïîëó÷àåòñÿ, ðàçëàãàÿ õ.�. â ðÿä â òî÷êå R
2
âåùåñòâåííîé îñè è èñïîëüçóÿ òî, ÷òîïðîèçâîäíûå õ.�. â äðóãèõ òî÷êàõ ìàæîðèðóþòñÿ ïðîèçâîäíûìè â íóëå.Â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ìíîãî íþàíñîâ. Îäíàêî åñòü îáùåå óòâåðæäåíèå: åñëèìîìåíòû Eηk

n, k = 1, 2, ... ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðûì ÷èñëàì m(k), òî ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ ìî-ìåíòàìè íåêîòîðîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè Fηn
ñëàáî ñõîäèòñÿ ê F . Ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, åñëè m(k)åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿþò �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîíêèé êðèòåðèé Êàðëåìàíàãîâîðèò, ÷òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íà ðàñõîäèìîñòü ðÿäà ∑

m
− 1

2n

2n .�àóññîâ çàêîí ×àñòî ñòóäåíòû-âåðîÿòíîñòíèêè íå ìîãóò äàæå âñïîìíèòü âèä ãàóññîâàçàêîíà. Íî ïîìíèòü ÷òî-òî âñå òàêè íàäî, îñòàëüíîå - çíàòü êàê áûñòðî âûâåñòè ñàìîìó.Ñòàíäàðòíîé ãàóññîâîé ïëîòíîñòüþ íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ
p(x) =

1√
2π

exp(−x2

2
)Óïð. 50 Äîêàçàòü, ÷òî

∫ ∞

−∞
p(x)dx = 1Óêàçàíèå: çàïèñàòü êâàäðàò ýòîãî èíòåãðàëà êàê äâîéíîé èíòåãðàë è ïåðåéòè â íåì êïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì. Äîêàçàòü, ÷òî

∫ ∞

−∞
xp(x)dx = 0,

∫ ∞

−∞
x2p(x)dx = 1,

1√
2π

∫ ∞

−∞
eλx−x2

2 dx = e
λ2

2Óêàçàíèå: âû÷èñëèòü ïîñëåäíèé èíòåãðàë, âûäåëèâ ïîëíûé êâàäðàò ïîä ýêñïîíåíòîé.Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé (òî åñòü ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷-íîé äèñïåðñèåé) ãàóññîâîé, åñëè
P (ξ < x) =

1√
2π

∫ x

−∞
p(x)dxÑëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η íàçûâàåòñÿ ãàóññîâîé, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ a, σ âåëè÷èíà ξ = η−a

σÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé ãàóññîâîé, òî åñòü η = σξ + a, ñðåäíåå è äèñïåðñèÿ η ðàâíû ñîîòâåò-ñòâåííî
Eη = a, Eη2 = σ2, Eeλη = Eeλσξ+λa = e

(λσ)2

2
+λa (8)à ïëîòíîñòü η ðàâíà

1√
2πσ

exp(−(x − a)2

2σ2
)29



Ñëó÷àéíûé âåêòîð (η1, ..., ηN) íàçûâàåòñÿ ãàóññîâûì, åñëè îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíâ âèäå
ηi =

∑

uijξj + ai (9)ãäå ξ1, ..., ξN - íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå ãàóññîâû âåëè÷èíû, à uij, ai - âåùåñòâåííûå ÷èñ-ëà. Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, áóäåì ñ÷èòàòü ñðåäíèå âñåõ ãàóññîâûõ âåëè÷èíðàâíûìè íóëþ. Â ÷àñòíîñòè, â ïðåäûäóùåé �îðìóëå ai = 0. Òîãäà, åñëè ìàòðèöà U = (uij)íå âûðîæäåíà, òî ìàòðèöà C = UU∗ ñ ýëåìåíòàìè
C(i, j) = Eηiηjÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé è íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êîâàðèàöèé (ãàóññîâàâåêòîðà η).Óïð. 51 Åñëè ó ãàóññîâà âåêòîðà Eηiηj = 0, òî ηi âçàèìíî íåçàâèñèìû.Óïð. 52 Åñëè çàäàí ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ1, ..., ξN), êàê âû÷èñëèòü ðàñïðåäåëåíèå �óíêöèè

F (ξ1, ..., ξN) îò íåãî? Èñõîäÿ èç ýòîãî, ïîíÿòü òî÷íûé ñìûñë îïðåäåëåíèÿ (9).Ìîìåíòû è �óíêöèè îò ãàóññîâñêèõ âåëè÷èí Êàê ïîäñ÷èòàòü ìîìåíòû ãàóññîâàâåêòîðà η (ñðåäè åãî êîìïîíåíò ìîãóò áûòü îäèíàêîâûå, íî âñå èìåþò íóëåâûå ñðåäíèå):
Eη1...ηN = 0 åñëè N íå÷åòíî è

Eη1...ηN =
∑

Eηi1ηi2 ...EηiN−1
ηiN (10)åñëè N = 2n ÷åòíî, ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì ìíîæåñòâà {1, ..., N} íà ïàðû.Ýòà �îðìóëà î÷åíü âàæíà: îíà �àêòè÷åñêè ëåæèò â îñíîâå äèàãðàììíîé òåõíèêè âêâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.Óïð. 53 Äîêàçàòü ýòó �îðìóëó, èñïîëüçóÿ (9) èëè âûðàæåíèå

E exp(a1η1 + ... + aNηN) = exp(
∑

aiajC(i, j))êîòîðîå ìîæíî âûâåñòè èç (8). Óêàçàíèå: ðàçëîæèòü â ðÿä ïî a1, ..., aN îáå ÷àñòè ýòîãîðàâåíñòâà è ñðàâíèòü êîý��èöèåíòû ïðè a1...aN .Ñëó÷àéíûå �óíêöèè Ñèñòåìà (âîçìîæíî íåñ÷åòíàÿ) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ξα} íàçû-âàåòñÿ ãàóññîâîé, åñëè ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà ãàóññîâà. �àóññîâû ñëó÷àéíûå ñèñòåìûîïðåäåëÿþòñÿ è ñòðîÿòñÿ î÷åíü ïðîñòî: äîñòàòî÷íî çàäàòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ mα = Eξα èêîâàðèàöèþ C(α, β) = Eξαξβ. Îáû÷íî ãàóññîâû ñèñòåìû íóìåðóþòñÿ ýëåìåíòàìè ëèíåé-íîãî ïðîñòðàíñòâà H. Ýòî ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî
ξc1α1+c2α2 = c1ξα1 + c2ξα2Êîâàðèàöèÿ îïðåäåëÿåò â H ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïîïîëíåíèå ïî êîòîðîìó ðàñøèðÿåò

H äî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H̄. Îáðàòíî, åñëè â H óæå åñòü ñâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-äåíèå, òî åãî ìîæíî ñ÷èòàòü êîâàðèàöèåé äëÿ çàíóìåðîâàííîé ãàóññîâîé ñèñòåìû.Åñëè ðå÷ü èäåò î ñëó÷àéíîì ïîëå íà Rd, òî â êà÷åñòâå H ìîæíî âçÿòü ïðîñòðàíñòâîãëàäêèõ (èëè êóñî÷íî ãëàäêèõ) �óíêöèé íà Rd ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Ïðèâåäåì òðèíàèáîëåå èçâåñòíûõ ïðèìåðà. 30



Áåëûé øóì Êàæäîé �óíêöèè f ∈ L2(R
d) îòíåñåì ãàóññîâó âåëè÷èíó ξ(f) ñ íóëåâûìñðåäíèì è êîâàðèàöèåé

Eξ(f)ξ(g) = (f, g) =

∫

f(x)ḡ(x)dx =

∫

δ(x − y)f(x)ḡ(y)dxdyÏîýòîìó, åñëè íîñèòåëè f è g íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ξ(f) è ξ(g) íåçàâèñèìû, ÷òî è îáú-ÿñíÿåò íàçâàíèå ïðîöåññà. �îâîðÿò òàêæå, ÷òî êîâàðèàöèÿ çàäàíà îáîáùåííîé �óíêöèåé
C(x − y) = δ(x − y). Ôóíêöèÿ δ(x) ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíûì ïðåäåëîì îáû÷íîé �óíêöèè fǫ- ñòîëáèêà øèðèíîé ǫ è âûñîòîé ǫ−1òàê ÷òî äëÿ ëþáîé ãëàäêîé �óíêöèè g

∫

δ(x)g(x)dx = lim
ǫ→0

∫

fǫ(x)g(x)dx = g(0)Ìîæíî ââåñòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû �â òî÷êå� ξx = ξ(δx) ñ ðàñïðåäåëåíèåì, ÿâëÿþùèìñÿïðåäåëîì ðàñïðåäåëåíèé ξ(fǫ). Åñëè èõ äèñïåðñèè áåñêîíå÷íû, òî ãîâîðÿò, ÷òî ξx ÿâëÿþòñÿîáîáùåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî èìåííî òàê.Ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, åñëè êîâàðèàöèÿ Eξ(f)ξ(g) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâè-ãàõ
f(x) → f(x − y), g(x) → g(x − y)Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ Ýòî ãàóññîâà ñèñòåìà ξt, çàíóìåðîâàííàÿ ìîìåíòàìè âðåìåíè

t ∈ [0,∞) è òàêàÿ, ÷òî ξ0 = 0, Eξt = 0, E(ξt − ξs)
2 = |t − s|.Óïð. 54 Äîêàçàòü, ÷òî âèíåðîâñêèé ïðîöåññ åñòü ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíè-ÿìè, òî åñòü äëÿ âñåõ

t1 < t2 < ... < tkñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξt2 − ξt1 , ..., ξtk − ξtk−1
íåçàâèñèìû.Óïð. 55 Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ íåïðåðûâåí â òîì ñìûñëå, ÷òî E|ξ − ξt+∆t| → 0, åñëè

∆t → 0.×àñòî ïîëåçíî ìûñëèòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ êàê ìåðó íà ìíîæåñòâå ïóòåé (òðàåêòîðèé).Îñîáåííî äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñî çíà÷åíèÿìè íà ðåøåòêå, ñì. íèæå, ãäå ýòà ìåðàñòðîèòñÿ, êàê ìû ýòî äåëàëè âûøå, ïî ñîãëàñîâàííîé ñèñòåìå ðàñïðåäåëåíèé. Ñëîæíååïîñòðîèòü ìåðó íà íåïðåðûâíûõ òðàåêòîðèÿõ, íàïðèìåð äëÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Ýòîíåîáõîäèìî äëÿ òàêèõ âîïðîñîâ êàê ðàñïðåäåëåíèå ìàêñèìóìà [18℄, ãðàíè÷íûõ çàäà÷ [1℄è ñàìîïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèé [20℄. Íî ÷àñòî, êàê íàïðèìåð, â ýâêëèäîâîé òåîðèè ïîëÿ,ñâîéñòâà òðàåêòîðèé íåâàæíû.Ïðîùå âñåãî èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûé áàçèñ (òèïà wavelets) èç �óíêöèé Õààðà. Äâåèç �óíêöèé ýòîãî áàçèñà h0(t) = 1 è h1(t), ðàâíàÿ 1 íà èíòåðâàëå (0, 1
2
),−1 íà (1

2
, 1) è 0 âîñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Îñòàëüíûå ýëåìåíòû áàçèñà

hn(t) = 2
j

2 h1(2
jt − k)äëÿ n = 2j + k, j ≥ 0, 0 ≤ k < 2j .Îïðåäåëèì âèíåðîâñêèé ïðîöåññ íå êàê íàáîð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à êàê ñëó÷àéíóþ�óíêöèþ, â âèäå ðÿäà

w(t) =

∞
∑

n=0

ηn(hn, χ(0,t)) =

∞
∑

n=0

ηn

∫ t

0

hn(s)ds (11)31



ãäå χ[0,t] - èíäèêàòîð èíòåðâàëà [0, t]. Îòñþäà ëåãêî ïîäñ÷èòûâàåòñÿ êîâàðèàöèÿ. Êàæäûé÷ëåí ðÿäà - íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ. Äîêàæåì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà. Âîñïîëüçó-åìñÿ òåì, ÷òî ïðè a < 1
2
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 supn

ηn

na = O(1), ýòî î÷åâèäíî, åñëè ðàññìîòðåòüïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé A(C) = {supn
ηn

na < C}. Òîãäà, ïðè çàäàííûõ t è j, òîëüêîîäèí èíòåãðàë â (11) îòëè÷åí îò íóëÿ, è ýòîò èíòåãðàë íå ïðåâîñõîäèò 22−j , ÷òî è äàåòðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà èç íåïðåðûâíûõ �óíêöèé.Ïðîöåññ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà Ýòî ñèñòåìà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξx, x ∈ R, íà ïðÿìîéñ íóëåâûìè ñðåäíèìè è êîâàðèàöèåé
C(x − y) = Eξxξy = exp(−m|x − y|)Óïð. 56 Âû÷èñëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîððåëÿöèîííîé �óíêöèÿ

Ĉ(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
C(x)eikxdx =

const

m2 + k2Êîíñòàíòà çàâèñèò îò òîãî, êàê âû îïðåäåëèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå ìíîãî÷ëåíû îò ãàóññîâûõ âåëè÷èí, òî åñòü ëèíåé-íûå êîìáèíàöèè ìîíîìîâ ξx1...ξxk
. Òàêèå ïîëèíîìû F îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì E(F1F2). Åãî ìîæíî ïîïîëíèòü äî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà

Ĥ. Îáîçíà÷èì H0 ïîäïðîñòðàíñòâî Ĥ, ïîðîæäåííîå ìíîãî÷ëåíàìè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷è-íû ξ(0), òî åñòü âåëè÷èíàìè 1, ξ(0), ξ2(0), .... Ïóñòú P0 - îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ýòîïîäïðîñòðàíñòâî, à U t - îïåðàòîð ñäâèãà â Ĥ

U tξs = ξs+tÂâåäåì îïåðàòîðû (òðàíñ�åð-ìàòðèöû)
T t = P0U

tP0Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â H0 îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, íà-çûâàåìóþ âèêîâñêîé ýêñïîíåíòîé
: exp aξ :=

exp aξ

< exp aξ >
= exp(aξ − a2 < ξ2 >)ãäå a - ÷èñëî, ξ - ãàóññîâà âåëè÷èíà. Ýòî ïîíÿòèå èäåò èç �èçèêè, ãäå ïðèíÿòî ñðåäíååîáîçíà÷àòü êàê EF =< F >. Ïîëèíîìîì Âèêà (ñêîðåå îáîçíà÷åíèå Âèêà, à ïîëèíîìû×åáûøåâà èëè Ýðìèòà) : ξn : íàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíò â ðàçëîæåíèè â ðÿä Òåéëîðà

: exp aξ :=

∞
∑

n=0

an

n!
: ξn :Óïð. 57 Äîêàçàòü îðòîíîðìèðîâàííîñòü áàçèñà 1, ξ, ..., 1√

n
: ξn :, ..., âû÷èñëèâ

<: exp aξ :: exp bξ :>è ðàçëàãàÿ îáå ÷àñòè â ðÿä ïî a è b. Áîëåå òîãî, êàæäûé áàçèñíûé âåêòîð ÿâëÿåòñÿñîáñòâåííûì äëÿ T t

T t : ξn := exp(−mnt) : ξn :32



Ââåäåì îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæåíèÿ â H

a∗ : ξn :=
√

n + 1 : ξn+1 :

a : ξn :=
√

n : ξn−1 :, n > 0, a1 = 0è ãàìèëüòîíèàí
H = ma∗aÓïð. 58 Äîêàçàòü

T t = exp(−tH)è ïîëóãðóïïîâîå (ìàðêîâñêîå) ñâîéñòâî
T t+s = T tT s2.7 Îáðàòèìîñòü: ðàâíîâåñèå è äèíàìèêàÏóñòü çàäàí ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t), t ∈ (−∞,∞). Îáðàòíûé ïðîöåññ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

η(t) = ξ(−t). Ïðîöåññ ξ(t) íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì (ïîíÿòèå èäåò èç �èçèêè), åñëè ðàñïðå-äåëåíèÿ ïðîöåññîâ ξ(t) è η(t) ñîâïàäàþò.Öåïü Ìàðêîâà ξt ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé îòíîñèòåëüíî ìåðû
π = {πi, i ∈ X} , åñëè (äëÿ âñåõ i, j) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå äåòàëüíîãî áàëàíñà

πiλij
= πjλji (12)

π ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé ìåðîé.Óïð. 59 Îáäóìàéòå ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ îïðåäåëåíèÿìè, åñëè ξ(t) - ñòàöèîíàðíàÿ öåïüÌàðêîâà. Áóäåò ëè îáðàòíûé ïðîöåññ ìàðêîâñêèì ?Äëÿ öåïè ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì óñëîâèå äåòàëüíîãî áàëàíñà èìååò âèä
πipij

= πjpjiÌû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì íåïðåðûâíîãî âðåìåíè, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî πi > 0 äëÿ âñåõ i.Îáðàòèìîñòü îòíîñèòåëüíî ìåðû, ðàâíîé åäèíèöå â êàæäîé òî÷êå, ýêâèâàëåíòíà ñèì-ìåòðè÷íîñòè ìàòðèöû (λij). Ïîýòîìó ëþáàÿ îáðàòèìàÿ öåïü ïîëó÷àåòñÿ èç öåïè ñ ñèììåò-ðè÷åñêîé ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ ïðåîáðàçîâàíèåì
λij → wiλijw

−1
j , wi =

√
πiÏðåäïîëîæèì, ÷òî öåïü íåïðèâîäèìà, òî åñòü ìåæäó äâóìÿ ëþáûìè òî÷êàìè i0, in ñóùå-ñòâóåò ïóòü Γ = i0, ..., in òàêîé, ÷òî

λ(Γ) = λi1i2λi2i3 ...λin−1in > 0Êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà îáðàòèìîñòè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà îòíîñèòåëüíî ìåðû π ñîñòîèòâ âûïîëíåíèè ðàâåíñòâ
λ(Γ) = λi1i2λi2i3...λini1 = λ(Γ−1) = λi1inλinin−1 ...λi2i1 (13)33



äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ïóòè Γ = i1, ..., in, i1 è îáðàòíîãî ê íåìó. Íà ïðàêòèêå, äîñòàòî÷íîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå ýòîãî ñâîéñòâà òîëüêî äëÿ áàçèñíûõ öèêëîâ (íàáîð öèêëîâ íàçû-âàåòñÿ áàçèñíûì, åñëè ëþáîé öèêë ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì áàçèñíûõ, ñì. ýëåìåíòàðíóþòîïîëîãèþ) â ãðà�å ïåðåõîäîâ öåïè.Äåéñòâèòåëüíî, (13) î÷åâèäíî ñëåäóåò èç (12). Äîêàæåì îáðàòíîå. Ìåæäó äâóìÿ ëþáû-ìè òî÷êàìè i0, in ñóùåñòâóåò ïóòü Γ = i0, ..., in òàêîé, ÷òî λ(Γ) > 0 è λ(Γ−1) > 0. Ïîëîæèìòîãäà
aij =

λij

λji
, a(Γ) = a0i1ai1i2 ...ain−1inÊàê ñëåäóåò èç (13), a(Γ) = 1 äëÿ çàìêíóòîãî ïóòè, òî åñòü a(Γ) - êîöèêë, à äëÿ íåçàìêíó-òîãî íå çàâèñèò îò ïóòè, à òîëüêî îò íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êè. Òîãäà ìåðà πk, óäîâëå-òâîðÿþùàÿ (12), ñòðîèòñÿ òàê: �èêñèðóåì òî÷êó 0 = i0, âîçüìåì ïðîèçâîëüíî π0 > 0, èïîëîæèì äëÿ ëþáîãî k = in è âûáðàííîãî âûøå ïóòè Γ

πk = π0a(Γ)Óñëîâèå äåòàëüíîãî áàëàíñà ñëåäóåò îòñþäà.Ñóììèðóÿ â (12) ïî i, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé. Ýòî äîêàçû-âàåò, ÷òî åñëè ∑

πi < ∞, òî πi, óäîâëåòâîðÿþùèå (12), ïðîïîðöèîíàëüíû ñòàöèîíàðíûìèâåðîÿòíîñòÿìè.Óïð. 60 �àññìîòðèì áëóæäàíèå íà îòðåçêå [0, N ] ïðÿìîé
pn = P (n → n + 1), qn = P (n → n − 1), pn + qn = 1ïðè n = 1, ..., N − 1, è ñ ïðîèçâîëüíûìè ñêà÷êàìè ñ ãðàíèöû (ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè)

p00, p01 > 0, p00 + p01 = 1, pNN , pN,N−1 > 0, pNN + pN,N−1 = 1Áóäåò ëè ýòà öåïü îáðàòèìîé ? Âû÷èñëèòü ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè, åñëè pn = qn =
1
2
. ×àñòî ïîëó÷èòü ñâåäåíèÿ î ìåðå π ëåã÷å ñ ïîìîùüþ äèíàìèêè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé

π èíâàðèàíòíà. Îñîáåííî âàæíî ýòî äëÿ ñèñòåì, ãäå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé - ìíîæåñòâîâåêòîðîâ áîëüøîé äëèíû. Ýòî òàê íàçûâàåìûåÏðîöåññû ñ ëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì Ïóñòü çàäàí ãðà� G ñ ìíîæåñòâîì âåð-øèí V . Êîí�èãóðàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê �óíêöèÿ x : V → S, ãäå S - íåêîòîðîå ìíî-æåñòâî çíà÷åíèé (÷àñòî ãîâîðÿò, ìíîæåñòâî ñïèíîâ), íàïðèìåð S = {1,−1}. Ïîñòðî-èì ìàðêîâñêóþ öåïü ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, è ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé - ìíîæåñòâîìâñåõ êîí�èãóðàöèé SV . Ïåðåõîäû â ýòîé öåïè - èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ êîí�èãóðàöèè âîäíîé òî÷êå v0: x(v) → x′(v), ãäå x′(v) = x(v), v 6= v0, è x′(v0) 6= x(v0), òî åñòü â íà-øåì ñëó÷àå x′(v0) = −x(v0) (spin-�ip). Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ïåðåõîäà çà âðåìÿ dt ðàâíà
λ(x′(v)|x(vi), vi ∈ O(v0))dt, ãäå O(v0) - îêðåñòíîñòü òî÷êè v0, òî åñòü ñàìà v0 è âñå âåðøè-íû, ñîåäèíåííûå ñ íåé ðåáðîì â ãðà�å G.Ïîñòðîèì îáðàòèìóþ äèíàìèêó (íàçûâàåìóþ äèíàìèêîé �ëàóáåðà), ñîõðàíÿþùàÿìåðó �èááñà (â ìîäåëè Èçèíãà) â êîíå÷íîì îáúåìå. Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ åñòü ìåðàíà ìíîæåñòâå êîí�èãóðàöèé ω = (x1, ..., xN), xi = ±1

π(ω) =
exp(β

∑N−1
i=1 xixi+1)

ZN34



Áóäåò èñêàòü λωω′ òàêèå, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå îáðàòèìîñòè
πωλωω′ = πω′λω′ωÏåðåõîäû ýòîé öåïè - çàìåíà + íà −̄ è íàîáîðîò íà îäíîì èç ìåñò 1 < i < N . Ïðèýòîì èíòåíñèâíîñòè áóäóò çàâèñåòü îò ñïèíîâ áëèæàéøèõ ñîñåäåé i − 1, i + 1. Òî åñòü

λ
(i)
+−(xi−1, xi+1), λ

(i)
−+(xi−1, xi+1). Èìååì óñëîâèå

exp(β(... + xi−2xi−1 + xi−1 + xi+1 + xi+1xi+2 + ...))λ
(i)
+−(xi−1, xi+1) =

= exp(β(... + xi−2xi−1 − xi−1 − xi+1 + xi+1xi+2 + ...))λ
(i)
−+(xi−1, xi+1)Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

λ
(i)
+−(xi−1, xi+1) = exp(−β(xi−1 + xi+1)), λ

(i)
−+(xi−1, xi+1) = exp(β(xi−1 + xi+1))Åñëè i = 1 èëè i = N , òî â âûðàæåíèÿõ äëÿ λ áóäåò îäèí ëèíåéíûé ÷ëåí ïîä ýêñïîíåíòîé.Ýòîò ïðèåì - âûáîð âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ñîîòâåòñòâåííî ðàñïðåäåëåíèþ �èááñà - íà-çûâàþò ìåòîä òåïëîâîãî ðåçåðâóàðà. Áîëåå îáùèì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿÀëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà ×òîáû ïîñòðîèòü îáðàòèìûé ïðîöåññ, èìåþùèé çàäàííóþèíâàðèàíòíóþ ìåðó π, ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè èùóòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

pxy = p0
xyaxy, x 6= y; pxx = 1 −

∑

y:y 6=x

pxyãäå p0
xy - íåêîòîðàÿ çàòðàâî÷íàÿ ìàòðèöà, êîòîðóþ áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü ñèììåòðè-÷åñêîé. Ìàòðèöà pxy îáðàòèìà îòíîñèòåëüíî ìåðû π, åñëè

axy

ayx
=

πyp
0
yx

πxp0
xy×òîáû íàéòè axy äîñòàòî÷íî íàéòè �óíêöèþ F : R+ → [0, 1] òàêóþ ÷òî

F (z)

F (1
z
)

= zè ïîëîæèòü
axy = F (

πyp
0
yx

πxp0
xy

) = F (
πy

πx

)Ñàìûé èçâåñòíûé ïðèìåð òàêîé �óíêöèè F (z) = min(z, 1) îïðåäåëÿåò àëãîðèòì Ìåòðî-ïîëèñà.Óïð. 61 Ïîêàçàòü, ÷òî âûáîð â êà÷åñòâå çàòðàâî÷íîé äèíàìèêè ïåðåâîðà÷èâàíèå ëþ-áîãî èç ñïèíîâ ñ îäèíàêîâîé èíòåíñèâíîñòüþ è âûáîð F (z) = z
1+z

ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîìòåïëîâîãî ðåçåðâóàðà â âûøåïðèâåäåííîì ïðèìåðå.
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3 Âåðîÿòíîñòíàÿ èíòóèöèÿ íà ðàçíûõ øêàëàõ äëÿ ìà-ëûõ ñèñòåì3.1 Ñòîõàñòè÷åñêèå èãðû è æèçíåííûå ïðèíöèïûÕîòÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé âî ìíîãîì îáÿçàíà àçàðòíûì èãðàì; èãðàòü â àçàðòíûå èãðûíåõîðîøî, â îáû÷íûå èãðû - óâëåêàòåëüíî äëÿ äåòåé è íåêîòîðûõ âçðîñëûõ. Â øêîëå ÿìíîãî èãðàë â êàðòû íà êðûøå îäíîãî èç äîìîâ â öåíòðå Ìîñêâû. Ïîñëå øêîëû íå èãðàëíèêîãäà, íî íàäî ñêàçàòü, ýòî øêîëüíîå óâëå÷åíèå ñïîñîáñòâîâàëî íåêîòîðûì ìàòåìàòè÷å-ñêèì çàäàòêàì. Æèçíåííûå ïðèíöèïû êîíå÷íî íå íàäî ñîãëàñîâûâàòü ñ òåîðèåé èãð. Íî âæèçíè ìû íèêîãäà íå çíàåì ñòðàòåãèè ïàðòíåðà, è ëåãêî âûäàåì æåëàåìîå çà äåéñòâèòåëü-íîå. Çíàíèå òåîðèè èãð ïîìîãàåò îòñå÷ü íåêîòîðûå ñâîè çàáëóæäåíèÿ. Çäåñü ïðèâîäèòñÿíåñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ïðèìåðîâ èç òåîðèè èãð, íå òàê �îðìàëüíî, êàê â ìîíîãðà�èÿõïî òåîðèè èãð.Ó êîãî áîëüøå äåíåã, òîò âûèãðûâàåò ïðè ÷åñòíîé èãðå Äâà èãðîêà èãðàþò âîðåë-ðåøêó. Ó ïåðâîãî N ìîíåò, ó âòîðîãî n < N . Åñëè âûïàäàåò îðåë, ïåðâûé âûèãðûâàåòìîíåòó, ðåøêà - âòîðîé.Ïðîöåññ èãðû îïèñûâàåòñÿ áëóæäàíèåì St, t = 1, 2, ..., íà îòðåçêå [−N, n], ãäå St -ñêîëüêî ìîíåò âûèãðàë èãðàë ïåðâûé èãðîê. Èãðà êîí÷àåòñÿ êîãäà ó îäíîãî èç èãðîêîâêîí÷àþòñÿ äåíüãè, òî åñòü êîãäà áëóæäàíèå äîñòèãàåò îäíîãî èç êîíöîâ èíòåðâàëà. Âå-ðîÿòíîñòü âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà åñòü âåðîÿòíîñòü äîñòèãíóòü −N ðàíåå n, êîòîðàÿâñåãäà áîëüøå ïðè ÷åñòíîì áðîñàíèè. Èãðà íàçûâàåòñÿ ÷åñòíîé, åñëè pi,i+1 = pi,i−1 = 1
2
.Åñëè æå áðîñàíèå íå÷åñòíîå, òî åñòü íàïðèìåð pi,i+1 = p > pi,i−1 = q, òî âñå çàâèñèò îòñîîòíîøåíèÿ N − n è p − q.Çàäà÷à 4 Ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó N, n, p, ïðè êîòîðûõ øàíñû èãðîêîâ ðàâíû.Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè ëåêöèè î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ,Åñëè çíàòü ñòðàòåãèþ ñîïåðíèêà Ïåðåä èãðîêîì â êàçèíî 2 êîðîáêè - êðàñíàÿ è÷åðíàÿ. Êàçèíî ïðÿ÷åò îäíó ìîíåòó â êðàñíóþ êîðîáêó èëè 2 ìîíåòû â ÷åðíóþ. Èãðîêäîëæåí âûáðàòü îäíó èç äâóõ êîðîáîê. Åñëè îí âûáèðàåò êðàñíóþ è îòãàäûâàåò, òî ïîëó-÷àåò ìîíåòó, åñëè íå îòãàäûâàåò - îòäàåò 2 ìîíåòû, åñëè îí âûáèðàåò ÷åðíóþ è îòãàäûâàåò,òî ïîëó÷àåò 2 ìîíåòû, åñëè íå îòãàäûâàåò - îòäàåò 1 ìîíåòó. Êàçàëîñü áû íàäî âñåãäà âû-áèðàòü ÷åðíóþ êîðîáêó - ìàêñèìàëüíûé âûèãðûø è ìèíèìàëüíûé ïðîèãðûø. Íî ÷òîáûîáìàíóòü êëèåíòîâ, êàçèíî ìåíÿåò ñòðàòåãèþ.Ñòðàòåãèÿ êàçèíî - âåðîÿòíîñòü ñïðÿòàòü ìîíåòó â êðàñíóþ ñ âåðîÿòíîñòüþ p, 2 ìîíåòûâ ÷åðíóþ - 1−p. Ñòðàòåãèÿ èãðîêà - âåðîÿòíîñòü âûáðàòü êðàñíóþ êîðîáêó q, ÷åðíóþ 1−q.Ñðåäíèé âûèãðûø

(p − 2(1 − p))q + (2(1 − p) − p)(1 − q) = 2 − 3p + 2q(3p − 2)Ïîýòîìó åñëè p < 2
3
, èãðîê äîëæåí âñåãäà âûáèðàòü ÷åðíóþ êîðîáêó, åñëè p > 2

3
, òî âñåãäàêðàñíóþ. Åñëè p = 2

3
, òî ïðè ëþáîé ñòðàòåãèè èãðîêà áóäåò íóëåâîé ñðåäíèé âûèãðûø.Çàäà÷à 5 Ñóùåñòâåííî ñëîæíåå ïðè ìíîãîêðàòíûõ ïîâòîðåíèÿõ ýòîé èãðû, åñëè êàçè-íî ìåíÿåò ñòðàòåãèþ, òî åñòü p(t) çàâèñèò îò âðåìåíè. Ìîæíî ëè âûèãðàòü ó êàçèíî,åñëè îíî ìåíÿåò ñòðàòåãèþ ñëó÷àéíî ? Êàê ìîæíî âû÷èñëÿòü ñòðàòåãèþ êàçèíî ïîïîâòîðàì ïðîèãðûøåé ? 36



Èìååò ñìûñë èãðàòü, åñëè çíàåøü äåòåðìèíèðîâàííóþ êîìïîíåíòó. Íî, åñëèìàëî äåíåã, âûãîäíî ïðîïóñêàòü õîäû Åñòü ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ñ äèñêðåòíûìâðåìåíåì íà Z, ñ âåðîÿòíîñòÿìè ñêà÷êîâ pi,i−1, pi,i+1. Èãðîê èãðàåò ñî ñëó÷àåì. Íà êàæäûéñêà÷îê îí çàêëþ÷àåò ïàðè, ââåðõ èëè âíèç áóäåò ñêà÷îê. Óãàäàë - âûèãðûâàåò 1, íå óãàäàë- ïðîèãðûâàåò 1. Ïðè ýòîì îí èìååò êîíå÷íóþ ñóììó äåíåã - N ìîíåò. Ñòðàòåãèÿ èãðîêàñîñòîèò òîëüêî â îäíîì - îí ìîæåò ïðîïóñêàòü õîäû.Åñëè pi,i−1 = pi,i+1 = 1
2
, òî ïðè ëþáîé ñòðàòåãèè áóäåò íóëåâîé ñðåäíèé ðåçóëüòàò.�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñíîñ

mi = −pi,i−1 + pi,i+1îòðèöàòåëåí ïðè i > 0 è ïîëîæèòåëåí ïðè i < 0, íî |mi| − 1
2

= δi âîçðàñòàþò ïðè âîç-ðàñòàíèè |i|. Òîãäà äëÿ äîëãîé èãðû, è ïðè íàëè÷èè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà äåíåã, âûãîäíîñòàâèòü ñîîòâåòñòâåííî ñíîñó. Åñëè æå äåíåã ìàëî, òî åñòü ðèñê èõ ñëó÷àéíî ïðîèãðàòü èççà ñëó÷àéíîñòåé ñêà÷êîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî âûãîäíåå ñòàâèòü, åñëè òî÷êà äîñòàòî÷íî äàëåêîîò íóëÿ.Çàäà÷à 6 Èãðîêó âûäåëåíî âðåìÿ T íà èãðó. Êàê íàäî èãðàòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàêñè-ìàëüíûé ñðåäíèé âûèãðûø, åñëè âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ íå äîëæíà ïðåâûøàòü ǫ ?Ïðîñòåéøàÿ èãðà íà áèðæå Èìååòñÿ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t), òðàåêòîðèè êîòîðîãî -ñëó÷àéíûå ëîìàíûå, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ïî ñëó÷àéíûì ìîìåíòàì
0 = t0 < t1 < t2 < ...êîòîðûå îáðàçóþò ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ. Èìåííî

ξ(t) = ξ(t2k) + t − t2k, t2k < t < t2k+1

ξ(t) = ξ(t2k+1) − (t − t2k+1), t2k+1 < t < t2k+2Èãðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èãðîê ìîæåò êóïèòü èëè ïðîäàòü 1 àêöèþ â ìîìåíò t ïî öåíå x(t).Åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå - åñëè ïðîèçîøëà ïîêóïêà èëè ïðîäàæà, òî ñëåäóþùàÿ ñäåëêàíå ìîæåò áûòü ðàíüøå, ÷åì ÷åðåç âðåìÿ ǫ.Åñëè ìû çíàåì âñþ òðàåêòîðèþ äî ìîìåíòà t, à íàì íàäî ïðèíÿòü ðåøåíèå â ìîìåíò t,òî ïîíÿòíî ÷òî íàäî êóïèòü êîãäà òðàåêòîðèÿ íà÷èíàåò ðàñòè, à ïðîäàòü; êîãäà îíà íà÷è-íàåò óìåíüøàòüñÿ. Åñëè æå â ìîìåíò ïîêóïêè tk íàì íàäî ñðàçó ñêàçàòü, êîãäà ïðîäàòü,òî åñòü �èêñèðîâàòü ìîìåíò tk + t ïðîäàæè, òî ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî ñëîæíåå.Çàäà÷à 7 Ïóñòü àêöèÿ êóïëåíà â ìîìåíò íà÷àëà ðîñòà, êàê âûáðàòü t, ÷òîáû îïòè-ìèçèðîâàòü ñðåäíèé âûèãðûø?Âñåãäà ëè îäíîøàãîâàÿ âûãîäà îïòèìàëüíà Ìàðêîâñêèå óïðàâëÿåìûå ïðîöåññûìîæíî îáîáùàòü è �îðìàëèçîâàòü äî àáñóðäà. ß íå çíàþ îäíàêî, õîðîøåãî ñâîäà ñîäåð-æàòåëüíûõ ïðèìåðîâ.Ïóñòü åñòü N ñîñòîÿíèé {1, 2, ..., N} è äâå âîçìîæíûå ìàòðèöû ïåðåõîäîâ Pk = (p
(k)
ij ), k =

1, 2. Ñòðàòåãèÿ èãðîêà ñîñòîèò â òîì, ÷òî, áóäó÷è â ñîñòîÿíèè i, îí âûáèðàåò îäíó èç ìàò-ðèö k = k(i), òî÷íåå åå i-òóþ ñòðîêó. Òîãäà ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) áóäåò ìàðêîâñêèé ñìàòðèöåé ïåðåõîäîâ (p
(k(i))
ij ). Ïðè ýòîì, íà êàæäîì øàãå, êîãäà ξ(t) = i, èãðîê ïîëó÷àåòäîõîä (èëè ðàñõîä) ci,k(i). Îäíà èç âîçìîæíûõ ñòðàòåãèé: âûáèðàòü k = k(i) òàê, ÷òîáû

ci,k(i) = max
k

ci,kÇàäà÷à 8 Âñåãäà ëè òàêàÿ ñòðàòåãèÿ îïòèìàëüíà ïðè äîëãîé èãðå ?37



Óìåòü òåðïåíèå ïðîäîëæàòü è óìåòü îñòàíîâèòüñÿ Åñòü n òî÷åê x1 < ... < xn íàïðÿìîé. Èãðîê íå ãëÿäÿ âûòàñêèâàåò êîîðäèíàòó òî÷êè, íî íå çíàåò êàêàÿ îíà ïî ñ÷åòó.Åìó íàäî âûáðàòü ìàêñèìàëüíóþ êîîðäèíàòó. Íà êàêîì òî øàãå åìó íàäî ñêàçàòü, ÷òî îíâûáèðàåò èìåííî ýòó êîîðäèíàòó. Ïóñòü îí äåéñòâóåò òàê: �èêñèðóåò k, à ïîñëå k øàãîââûáèðàåò ïåðâóþ òî÷êó ñ êîîðäèíàòîé, áîëüøåé âñåõ ïðåäûäóùèõ. Åñëè òàêîâîé íå áóäåò,òî âûáèðàåò ìàêñèìóì èç ïåðâûõ âûáðàííûõ k òî÷åê.Ïîäñ÷èòàåì âåðîÿòíîñòü Pk, ÷òî ïðè ýòîé ñòðàòåãèè îí ïîëó÷èò ìàêñèìàëüíóþ êîîðäè-íàòó. Ïóñòü Pk(m) - âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ ñíà÷àëà k òî÷åê ñàìîé ïðàâîéáóäåò xm, m ≥ k. Òîãäà
Pk =

n−1
∑

m=k

Pk(m)
1

n − m
+ Pk(n)Çàäà÷à 9 Ïîäñ÷èòàòü ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Ñòèðëèíãà àñèìïòîòèêó Pk, åñëè k = [αn]è n → ∞ è óçíàòü äëÿ êàêèõ α äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ýòîé âåðîÿòíîñòè. Ïðî÷èòàòüãëàâó 3 êíèãè Äûíêèí, Þøêåâè÷ �Òåîðåìû è çàäà÷è î ïðîöåññàõ Ìàðêîâà� è ïîíÿòü ïî-÷åìó òàêîé ñïîñîá îïòèìàëåí ñðåäè âñåõ îñòàëüíûõ.Ïîèñê ìèíèìóìà - ãîëü íà âûäóìêè õèòðà Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñòîõàñòè÷åñêèõïðîöåäóð ïîèñêà ìèíèìóìà �óíêöèè U(x) íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå X. Ôóíêöèÿ U âñåãäà âäàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé, òî åñòü ëåãêî âû÷èñëèìîé. Îò ñëó÷àéíîãî ïåðåáîðàè ïðîñòåéøåãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà äî ñî÷åòàíèé ðàçíûõ èäåé, óëó÷øàþùèõ ñëó÷àéíûõïåðåáîð.Îäíà èç íèõ, íàçûâàåìàÿ èìèòàöèåé îòæèãà (simulated annealing), ïîëåçíà, åñëè ó�óíêöèè åñòü ìíîãî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, â êîòîðûõ ãðàäèåíòíûé ñïóñê ìîæåò çàñòðÿòüíàâñåãäà. Ïóñòü X - ìíîæåñòâî âåðøèí íåêîòîðîãî ãðà�à G. Àëãîðèòì ïîèñêà ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé êîíå÷íóþ ìàðêîâñêóþ öåïü ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì íà X, íåîäíîðîäíóþ ïîâðåìåíè. Èìåííî, íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå åñòü òî÷êà x0. Åñëè â ìîìåíò t ñîñòîÿíèå xt, òîâûáèðàåòñÿ ðàâíîâåðîÿòíî îäèí èç áëèæàéøèõ ñîñåäåé x′

t, è ïîëàãàåòñÿ xt+1 = x′
t, åñëè

U(x′
t) ≤ U(xt), à åñëè U(x′

t) > U(xt), òî âûáèðàåì xt+1 = x′
t ñ âåðîÿòíîñòüþ

p = exp(−βn(U(x′
t) − U(xt)))è xt+1 = xt ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − p. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàòíûõ òåìïåðàòóð βn → ∞íàçûâàåòñÿ ñõåìîé îõëàæäåíèÿ. Äëÿ ìàëûõ ìíîæåñòâ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿî÷åíü áûñòðîé, èìåííî

P (xn /∈ Emin) ∼ (
K

n
)näëÿ ñõåìû îõëàæäåíèÿ βn = R

log n
, ñì. [43℄. Îäíàêî, åñëè ìíîæåñòâî äîñòàòî÷íî âåëèêî,òî êîíñòàíòà K åñòåñòâåííî ðàñòåò è äëÿ íåå íåò õîðîøèõ îöåíîê. Áîëåå òîãî, âñå çàâè-ñèò êîíå÷íî è îò ñëîæíîñòè ýíåðãåòè÷åñêîãî ëàíäøà�òà (ïîíÿòèå ñëîæíîñòè íèêòî íåîòìåíÿë), è åå òðóäíî âêëþ÷èòü â îöåíêè. Êîðî÷å, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè çäåñü äàæå âïîñòàíîâêàõ äàëåêî îòñòàþò îò ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è îá èäåÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ïàðàëëåëüíûìè àëãîðèòìàìè. Îä-íà èç èäåé â ýòîì íàïðàâëåíèè - ñïåöè�è÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìèïðîöåññîðàìè (ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû, ñì. [41℄), àíàëîãè÷íîå ìóòàöèÿì è êðîññèíãî-âåðó ÄÍÊ, èëè áîëåå îáùèì ïðîöåäóðàì [42℄. Çäåñü ìíîæåñòâî X ïàðàìåòðèçóåòñÿ êàêìíîæåñòâî ñëîâ áîëüøîé äëèíû. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âûáèðàåòñÿ íå ñëèøêîì áîëüøîåïîäìíîæåñòâî X0 ⊂ X, êàæäîå α ∈ X0 ïîðîæäàåò ïîèñê ìèíèìóìà ïî îïðåäåëåííîìó38



àëãîðèòìó, íàïðèìåð, ãðàäèåíòíîìó ñïóñêó. Îäíîâðåìåííî ñ ýòîé ïðîöåäóðîé ïðîèñõî-äèò îáìåí èí�îðìàöèåé ìåæäó ñëó÷àéíî âûáðàííûìè ïàðàìè ñëîâ, íàïðèìåð, äâà ñëîâàðâóòñÿ â ñëó÷àéíûõ ìåñòàõ è ïðîèñõîäèò èõ ðåêîìáèíàöèÿ ñëîâ: α = α1α2 è β = β1β2ïåðåõîäÿò â α1β2 è β1α2.3.2 Äåòåðìèíèçì íà ãðóáûõ øêàëàõ�àññìîòðèì îäíîðîäíîå áëóæäàíèå St, t = 0, 1, ..., íà ðåøåòêå Z ñ âåðîÿòíîñòÿìè ñêà÷êîâ
P (i → i − 1) = q, P (i → i + 1) = pÇàêîí áîëüøèõ ÷èñåë

St

t
→ p − qìîæíî ïåðåïèñàòü èíà÷å, åñëè ñäåëàòü ñêåéëèíã âðåìåíè è êîîðäèíàòû (èçìåíèòü ìàñ-øòàá). Ñêåéëèíã èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû - ýòî èçìåíåíèå åäèíèöû èçìåðåíèÿ. Åñëè ïðèýòîì îäíà èç åäèíèö â N ≫ 1 ðàç áîëüøå âòîðîé, òî ÷àñòî ãîâîðÿò î ìàêðî è ìèêðî åäè-íèöàõ (èëè øêàëàõ) ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðèìåð, ñêåéëèíã êîîðäèíàòû è âðåìåíè ìîæíîñäåëàòü äâóìÿ ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè:1) ñ÷èòàòü åäèíèöåé ìèêðîøêàëû 1, òîãäà åäèíèöà ìàêðîøêàëû ñîñòîèò èç N åäèíèöìèêðîøêàëû, à â x åäèíèöàõ ìàêðîøêàëû ñîäåðæèòñÿ xN åäèíèö ìèêðîøêàëû

t = τN, S = xNãäå t, S - ìèêðîïàðàìåòðû, τ, x - ìàêðîïàðàìåòðû. Äëÿ çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë, åñëè ââåñòèìàêðîâðåìÿ τ è ìàêðîêîîðäèíàòó x, òî â ïðåäåëå áóäåò
x = x(τ) = vτ + x(0), v = p − qåñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò ìû áûëè â òî÷êå S(0) = x(0)N . Òî åñòü â ïðåäåëå ìû ïîëó÷èëèäåòåðìèíèðîâàííîå äâèæåíèå òî÷êè ïî ïðÿìîé. Çàìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü îäèíàêîâà â îáåèõøêàëàõ. Òàêîé ñêåéëèíã èíîãäà íàçûâàþò ýéëåðîâûì èëè æèäêîñòíûì ñêåéëèíãîì.2) ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü 1 åäèíèöåé ìàêðîøêàëû, òîãäà åäèíèöà ìèêðîøêàëû áóäåòìàëîå ÷èñëî ǫ = 1

N
. Òîãäà çà âðåìÿ ǫ âîçìîæíû ñêà÷êè

P (i → i − ǫ) = q, P (i → i + ǫ) = pà çà ìèêðîâðåìÿ t = τ
ǫ
ìû ñäâèãàåìñÿ â ñðåäíåì íà x = ǫvt = vτ .Êàê ïîëó÷èòü èç ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé áîëåå ñëîæíîå äåòåðìèíèðîâàííîå äâèæåíèåñî ñêîðîñòüþ v = v(x), çàâèñÿùåé îò x ? Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì áëóæäàíèå íà ðåøåòêå

Zǫ, êîãäà òî÷êà ñîâåðøàåò çà âðåìÿ ǫ ñêà÷îê âïðàâî èëè âëåâî ñ âåðîÿòíîñòÿìè pi,i+ǫ =
p(i), pi,i−ǫ = 1 − p(i), ãäå 0 ≤ p(x) ≤ 1 - ãëàäêàÿ �óíêöèÿ íà R. Åñëè â ìîìåíò t = 0 òî÷êàíàõîäèëàñü â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî ãäå îíà áóäåò ÷åðåç ÷èñëî ñêà÷êîâ τ

ǫ
, òî åñòü ÷åðåçìàêðîâðåìÿ τ ? Îáîçíà÷èì ýòî ïîëîæåíèå ξ( τ

ǫ
). Óòâåðæäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî

Eξ(
τ

ǫ
) →ǫ→0 x(τ)ãäå x(τ) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

dx(τ)

dτ
= v(x(τ)) = 2p(x(τ)) − 139



Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê p(x) ≤ 1 , òî çà ìàëîå ìàêðîâðåìÿ ∆τ ÷àñòèöà íå ìîæåò óéòè íàáîëåå ÷åì ∆τ , òî åñòü |x(τ +∆τ)−x(τ)| ≤ ∆τ . Ïîýòîìó â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t íà ýòîìèíòåðâàëå
v(t) = v(x(τ)) + o(∆τ)Îòñþäà è ñëåäóåò ðåçóëüòàò.×àñòèöà â ñëó÷àéíîé ñðåäå ×àñòèöà â ìîìåíò t = 0 íàõîäèòñÿ â òî÷êå x = 0 è èìååòíóëåâóþ ñêîðîñòü. Çàòåì îíà äâèæåòñÿ ïîä âëèÿíèåì âíåøíåé ñèëû F (t), íàïðàâëåííîéâïðàâî ñîãëàñíî çàêîíó Íüþòîíà

m
dv(t)

dt
= F (t) (14)ãäå m - ìàññà ÷àñòèöû, v(t) - åå ñêîðîñòü. Êðîìå òîãî, íà ïðÿìîé â ñëó÷àéíûõ òî÷êàõ

0 < x1 < ... < xn < ...ðàñïîëîæåíû ïðåïÿòñòâèÿ, èç-çà êîòîðûõ èìïóëüñ p = mv ÷àñòèöû ïîëó÷àåò ïîñòîÿííûåîòðèöàòåëüíûå ïðèðàùåíèÿ −Cǫ. �àçíîñòè xk−xk−1 ñ÷èòàþòñÿ íåçàâèñèìûìè è îäèíàêîâîðàñïðåäåëåííûìè, èõ ïëîòíîñòü ïîñòîÿííà è ðàâíà ρǫ−1. Ïîýòîìó çà ìàëûé ïðîìåæóòîêâðåìåíè (t, t + ∆t) èìïóëüñ ÷àñòèöû ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå
∆p = F (t)∆t − v(t)∆tρǫ−1Cǫ + o(∆t) + o(ǫ)∆tÏðè ǫ → 0, ∆t → 0 îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå Íüþòîíà ñ òðåíèåì

m
dv(t)

dt
= F (t) − AvÏðè ýòîì Av, A = ρC, íàçûâàåòñÿ âÿçêèì ñîïðîòèâëåíèåì.Óïð. 62 Äîêàçàòü ýòî ñî âñåé ñòðîãîñòüþ.Èíäóöèðîâàííàÿ öåïü Îáû÷íî âåðîÿòíîñòíûé ïðîöåññ íå åñòü òàêîå �ãëàäêîå� áëóæ-äàíèå íà ïðÿìîé èëè â ïðîñòðàíñòâå, èíà÷å ãîâîðÿ �óíêöèÿ p(i) îñëîæíåíà ðàçðûâàìè,íàïðèìåð íà ãðàíèöå îáëàñòè, â êîòîðîé ÷àñòèöà áëóæäàåò. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, áëóæ-äàíèå â äèñêðåòíîé ïîëîñå

{(i, j), i ∈ Z, j ∈ {0, 1, ..., N}} = Z × {0, 1, ..., N}òî åñòü íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè îäíîìåðíîé ðåøåòêè è êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Ïóñòüâåðîÿòíîñòè ñêà÷êîâ çà îäèí øàã pk(j, j1) = p((i, j) → (i + k, j1)) îäíîðîäíû è îãðàíè÷åíûïî ïåðâîé êîîðäèíàòå, òî åñòü íå çàâèñÿò îò i, è ðàâíû íóëþ ïðè |k| > k0. Ýòà öåïü Ìàðêîâàñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò (i(t), j(t)), ïðè ýòîì êîíå÷íî íè i(t) íè j(t) ïî îòäåëüíîñòè íåÿâëÿþòñÿ öåïÿìè Ìàðêîâà.Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî ïðè t → ∞
Ei(t)

t
→ v (15)è íàéòè ýòó ñêîðîñòü v. �àññìîòðèì êîíå÷íóþ öåïü Ìàðêîâà íà {0, 1, ..., N} ñ âåðîÿòíî-ñòÿìè ñêà÷êîâ

q(j → j1) =
∑

k

p((i, j) → (i + k, j1))40



Îíà óæå ÿâëÿåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà (ïî îïðåäåëåíèþ) è íàçûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííîé öå-ïüþ. Ïðåäïîëàãàÿ âñå q(j → j1) ïîëîæèòåëüíûìè, ìû âèäèì ÷òî ðàñïðåäåëåíèå pt(j) íàèíäóöèðîâàííîé öåïè ñõîäèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó π(j) ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòüþ.Ââåäåì î÷åíü âàæíîå ïîíÿòèå óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ E(ξ|η) =
E(ξ|η = j) îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îòíîñèòåëüíî äðóãîé η. Ýòî �óíêöèÿ íà ìíîæå-ñòâå çíà÷åíèé âåëè÷èíû η, ðàâíàÿ ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ξ ïî óñëîâíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðå,ïðè óñëîâèè, ÷òî η = j, òî åñòü

E(ξ|η = j) =
∑

k

kP (ξ = k|η = j)Òîãäà
Eξ =

∑

j

E(ξ|η = j)P (η = j)Èìååì ïðè t → ∞
Ei(t) =

∑

s<t

E(i(s + 1) − i(s)) =
∑

s<t

∑

j

E(i(s + 1) − i(s)|j(s) = j)P (j(s) = j)Íî
∑

j

E(i(s + 1) − i(s)|j(s) = j)P (j(s) = j) =
∑

k

∑

j

kpk(j)P (j(s) = j) → v =
∑

k,j

kpk(j)π(j)ïðè÷åì ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòüþ.Áëóæäàíèå â ïîëóïëîñêîñòè �àññìîòðèì ïîëóïëîñêîñòü Z × Z+ = {(k, l) : l ≥ 0}.Èç âíóòðåííèõ òî÷åê ïîëóïëîñêîñòè, òî åñòü èç òî÷åê âèäà (k, l), l > 0, ÷àñòèöà ìîæåòñîâåðøèòü ñêà÷îê â ëþáóþ èç ÷åòûðåõ òî÷åê (k+i, l+j) = (k+1, l), (k−1, l), (k, l+1), (k, l−1)ñ âåðîÿòíîñòÿìè pij ñîîòâåòñòâåííî. Âåêòîð ñðåäíåãî ñêà÷êà (ñíîñ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
m0 = (m01, m02) = (

∑

,i,j

ipij ,
∑

i,j

jpij)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m0 ñìîòðèò ïî íàïðàâëåíèþ ê ãðàíèöå, òî åñòü m02 < 0. Èç òî÷åêãðàíèöû (k, 0) ñêà÷îê ìîæåò áûòü â ëþáóþ èç òðåõ òî÷åê (k + i, j) = (k + 1, 0), (k −
1, 0), (k, 1) ñ âåðîÿòíîñòÿìè qij ñîîòâåòñòâåííî. Âåêòîð ñðåäíåãî ñêà÷êà èç òî÷åê ãðàíèöûîïðåäåëÿåòñÿ êàê

m1 = (m11, m12) = (
∑

,i,j

iqij ,
∑

,i,j

jqij)Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè ñêåéëèíãå äâèæåíèå áóäåò ñîñòîÿòü èç äâóõ ïðÿìîëèíåéíûõ ó÷àñò-êîâ.Äâèæåíèå ê ãðàíèöå Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ âäàëè îò ãðà-íèöû, èìåííî â òî÷êå (0, N). Îáîçíà÷èì τ0 ïåðâûé ìîìåíò äîñòèæåíèÿ ãðàíèöû. Ìû õîòèìäîêàçàòü, ÷òî
τ0

N
→N→∞ − 1

m02Òî åñòü íà ìàêðîøêàëå ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ äî ñòîëêíîâåíèÿ ñ ãðà-íèöåé. Äåéñòâèòåëüíî, ñíà÷àëà òî÷êà áóäåò äâèãàòüñÿ ïî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë, òàê êàê âòå÷åíèå âðåìåíè t < N îíà íèêàê íå ñìîæåò äîñòè÷ü îñè j = 0. Çàòåì âåðîÿòíîñòü äîñòè-æåíèÿ ãðàíèöû áóäåò ðàñòè, è ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî îòêëîíåíèå îò ïðÿìîëèíåéíîãîäâèæåíèÿ íå î÷åíü âåëèêè. Ìû ñäåëàåì ýòî â íåñêîëüêî áîëåå îáùåì âèäå.41



Ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè äëÿ ìàðòèíãàëîâ �àññìîòðèì îäíîðîäíîå ñëó÷àéíîåáëóæäàíèå St, t = 0, 1, ...,, íà ðåøåòêå Z ñ S0 = 0 è ñî ñêà÷êàìè p = q = 1
2
. Ïîêàæåì,÷òî âåðîÿòíîñòü çà N øàãîâ õîòü ðàç âûéòè èç δN-îêðåñòíîñòè íóëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîìàëà. Ýòî ñëåäóåò èç îáùåãî ðåçóëüòàòà îá ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíêàõ äëÿ ìàðòèíãàëîâ.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí S0 = 0, S1, ... - ìàðòèíãàë, åñëè ïî÷òè íàâåðíîå

E(Sn+1|Sn, ..., S0) = Snèëè, îáîçíà÷àÿ ξk = Sn − Sn−1,
E(ξn+1|ξn, ..., ξ1) = 0òî åñòü íåçàâèñèìîñòü íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Òîãäà åñëè |Sn+1 − Sn| ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû,òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò ǫ > 0 òàêîå, ÷òî èìååò ìåñòî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà

P (|Sn| > δn) < exp(−ǫn)Äîêàçàòåëüñòâî â îäíó ñòðî÷êó. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ h > 0

P (|Sn| > δn) ≤ exp(−δhn)E(hSn) ≤ exp(−δhn)E(hSn−1)E(exp(hξn)|ξn−1, ..., ξ1) ≤

≤ exp(−δhn)E(hSn−1)E(1 + hξn + hξ2
n)|ξn−1, ..., ξ1) = exp(−δhn)E(hSn−1)(1 + O(h2)) ≤

≤ exp(−δhn)(1 + O(h2))n ≤ exp(−1

2
δhn)Îòñþäà è èç ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè âûòåêàåò ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà

P ( max
i=1,...,n

|Si| > δn) ≤ exp(−δ′n) (16)Äâèæåíèå âäîëü ãðàíèöû Ïóñòü â ìîìåíò t = 0 ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöåèëè âáëèçè îò íåå. Òîãäà, êàê è äëÿ ïîëîñû, ìîæíî ââåñòè èíäóöèðîâàííóþ öåïü íà ïîëó-îñè Z+, íà êîòîðîé ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî óñòàíîâèòñÿ ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîâòîðîé êîîðäèíàòå j, îáîçíà÷èì åãî πj . Íàì ïîíàäîáèòñÿ òîëüêî π0. Òîãäà äëÿ áîëüøèõ t

i(t) ∼ t(π0m11 + (1 − π0)m01)Ôàêò ýêñïîíåíöèàëüíîé ñõîäèìîñòè íåòðóäíî èíòóèòèâíî ïîíÿòü. Ïðåæäå âñåãî, âåðîÿò-íîñòü îòîéòè îò íóëÿ íà ðàññòîÿíèå d íå ïðåâîñõîäèò e−δd, òàê êàê ñíîñ íàïðàâëåí ê íóëþ(îöåíêè, àíàëîãè÷íûå (16)). Â òî æå âðåìÿ âáëèçè îò íóëÿ öåïü âåäåò ñåáÿ êàê êîíå÷íàÿöåïü Ìàðêîâà, ãäå åñòü ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè ñõîäèìîñòè.Óïð. 63 Ïîëó÷èòü òî÷íîå äîêàçàòåëüñòâî èëè ïîñìîòðåòü åãî â [21℄.Ñóùåñòâóåò îáùàÿ òåîðèÿ ñâåäåíèÿ áëóæäàíèé â ìíîãîìåðíûõ îáëàñòÿõ ñ ãðàíèöåé êäèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, ñì. [22℄.
42



Äåòåðìèíèñòè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ â ñòîõàñòè÷åñêîì óïðàâëåíèè �àññìîò-ðèì áëóæäàíèå íà Z2. Ïóñòü åñòü äâà óïðàâëåíèÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ, äâà òèïà ñêà÷êîâ p
(k)
IJ , k =

1, 2, è çíà÷èò äâà âîçìîæíûõ ñðåäíèõ âåêòîðà ñêà÷êîâ (m11, m12), (m21, m22), ïðè÷åì
m11 > m12 > 0, 0 < m21 < m22Ïóñòü â ìîìåíò 0 ÷àñòèöà â òî÷êå (0, 0). Ìû ñêàæåì, òî èç ýòîé òî÷êè çà ìàêðîâðåìÿ τìû ïðèøëè â òî÷êó (1, 1), åñëè

lim
(i(τN), j(τN))

N
= (1, 1)Êàê âûãîäíåå ïðèäòè â ìàêðîòî÷êó (1, 1), òî åñòü â ìàêðîîêðåñòíîñòü òî÷êè (N, N)ïðè N → ∞, åñëè ìîæíî âûáèðàòü ïëàí ñêà÷êîâ k(t) çàðàíåå, íî çà êàæäîå ïåðåêëþ÷åíèåíàäî ïëàòèòü ?Îêàçûâàåòñÿ åñòü ðîâíî äâà ñèììåòðè÷íûõ ñïîñîáà ñ îäíèì åäèíñòâåííûì ïåðåêëþ-÷åíèåì. Â ïåðâîì ñïîñîáå íàäî ñäåëàòü ñíà÷àëà aN øàãîâ ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ p

(1)
IJ , àïîòîì bN øàãîâ ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ p

(2)
IJ , ïðè÷åì äîëæíî áûòü

a(m11, m12) + b(m21, m22) = (1, 1)Âòîðîé ñïîñîá - íàîáîðîò.Ïðîèçâåäåíèå ñëó÷àéíûõ ìàòðèö Âåðîÿòíîñòü íà àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ ðàçâè-âàåòñÿ óæå äîâîëüíî äàâíî, ñì. íàïðèìåð [38℄. Öåíòðàëüíîå ìåñòî â ýòîé òåîðèè çàíèìàåòèçó÷åíèå ïðîèçâåäåíèé gn...g1 íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö
gi. Êàê âåäåò ñåáÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìà âåêòîðà xn = gn...g1x0 ? Ìû äàäèì èíòóèòèâíóþêàðòèíó, îäíàêî äëÿ åå îáîñíîâàíèÿ íå íàäî íîâûõ èäåé. Îñíîâíîå çàìå÷àíèå ñîñòîèò âòîì, ÷òî ðàäèàëüíûå ïðîåêöèè âåêòîðîâ r(xn) = xn

||xn|| íà åäèíè÷íóþ ñ�åðó îáðàçóþò öåïüÌàðêîâà (àíàëîã èíäóöèðîâàííîé öåïè), ââèäó ëèíåéíîñòè äåéñòâèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð.Åñëè ðàñïðåäåëåíèå gi èìååò ïëîòíîñòü, òî, ââèäó êîìïàêòíîñòè ñ�åðû, ýòà öåïü Ìàðêî-âà ýðãîäè÷íà. Ïîýòîìó log ||xn||
||x0|| åñòü ñóììà �óíêöèé íà öåïè Ìàðêîâà. Ïî ýðãîäè÷åñêîéòåîðåìå (ñõîäèìîñòü ê èíâàðèàíòíîé ìåðå) 1

n
log ||xn||

||x0|| èìååò ïðåäåë λ1. Èç ýðãîäè÷íîñòèñëåäóåò, ÷òî îíè íå çàâèñÿò îò x0, è ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë íîðì ìàòðèö
lim

1

n
log ||gn...g1|| = λ1íàçûâàåìûé ìàêñèìàëüíûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà. Åñëè áû ìàòðèöû áûëè îäèíàêîâûè íåñëó÷àéíû, òî îí ñîâïàäàë áû ñ èõ ìàêñèìàëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.3.3 Óñëîâíûå ìåðû äëÿ ìàëîâåðîÿòíûõ ñîáûòèéÓñëîâíûå ìåðû Ïóñòü â êâàäðàòå [0, 1]2 çàäàíî ìíîæåñòâî A. Â êâàäðàò áðîñàåòñÿòî÷êà ñ ïëîòíîñòüþ p(x, y), òî åñòü âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â ìíîæåñòâî A ðàâíà

P (A) =

∫

A

p(x, y)dxdyÊàê îïðåäåëèòü óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü P (A|x) òîãî, ÷òî òî÷êà ïîïàëà â A, åñëè èçâåñò-íî, ÷òî ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ýòîé òî÷êè ðàâíà x. Ýòà óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü íàçûâàåòñÿ åùå43



óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû - èíäèêàòîðà ìíîæåñòâà Aïðè çàäàííîì çíà÷åíèè äðóãîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû - ïåðâîé êîîðäèíàòû áðîøåííîé òî÷-êè. Ïîñëåäíåå ñîáûòèå íåâåðîÿòíî, èìååò ìåðó 0. Ïîýòîìó íàäî ñïåöèàëüíî îïðåäåëÿòüýòî ïîíÿòèå. Åñòü äâà îïðåäåëåíèÿ.Îäíî åñòåñòâåííîå, íî åãî íàäî äàâàòü îñîáî â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå: îáîçíà÷èì
L = L(x, δ) âåðòèêàëüíóþ ïîëîñêó øèðèíîé δ è âûñîòîé 1 ñ öåíòðîì â òî÷êå (x, 0). Òîãäàîïðåäåëåíèå òàêîâî

P (A|x) = lim
δ→0

P (A ∩ L)

P (L)
=

∫

A∩[0,1]
p(x, y)dy

∫

[0,1]
p(x, y)dyÂòîðîå ìåíåå åñòåñòâåííîå, íî áîëåå óíèâåðñàëüíîå. �àññìîòðèì äâå ìåðû íà îòðåçêå [0, 1].Ïåðâàÿ ìåðà - ìåðà Ëåáåãà λ - îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü λ(B) òîãî, ÷òî êîîðäèíàòà ïåðâîéòî÷êè ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó B. Âòîðàÿ ìåðà µA(B) íà ýòîì æå îòðåçêå ðàâíà ìåðåËåáåãà ìíîæåñòâà (B× [0, 1])∩A ⊂ [0, 1]2. Ìåðà µA àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëü-íî ìåðû λ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè λ(B) = 0, òî è µA(B) = 0. Òîãäà (òåîðåìà �àäîíà-Íèêîäèìà) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ �óíêöèÿ fA(x) ÷òî

µA(B) =

∫ 1

0

fA(x)λ(dx)Ôóíêöèÿ fA(x) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ìåðû µA ïî ìåðå λ è îáîçíà÷àåòñÿ
fA =

dµA

dλÊàê ïðàâèëî, â íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ñëó÷àÿõ (ïðåäåëüíûå ãèááñîâñêèå ìåðû), åñëè åñòüäâå ìåðû µ è ν, è µ ñèíãóëÿðíà (òî åñòü íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé) îòíîñè-òåëüíî ν, òî è ν ñèíãóëÿðíà îòíîñèòåëüíî µ.Áðîóíîâñêèé ìîñòÓïð. 64 Äîêàçàòü, ÷òî óñëîâíûå êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà
w(t), w(0) = 0, íà èíòåðâàëå (0, 1) ïðè óñëîâèè ÷òî w(1) = a, ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåò-ñòâóþùèìè êîíå÷íîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè (áåçóñëîâíûìè èëè óñëîâíûìè ïðè óñëî-âèè B(1) = 0) ïðîöåññà

B(t) = w(t) − t(w(1) − a)íàçûâàåìîãî áðîóíîâñêèé ìîñò.Ìàëîâåðîÿòíûå ïóòè áëóæäàíèé Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà èíòåðâàëå âðåìå-íè [0, τN ] îíî áóäåò äâèãàòüñÿ (â òîì æå ñêåéëèíãå) áëèçêî ê äðóãîé íåïðåðûâíîé êðèâîé
φ(τ)? Êàê íåòðóäíî ïîíÿòü - ýòà âåðîÿòíîñòü áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà (ñì. ýêñïîíåí-öèàëüíûå îöåíêè ïðåäûäóùåé ëåêöèè), íî çàäà÷à ñîñòîèò â ÿâíîì âû÷èñëåíèè ýêñïîíåí-öèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ, èëè àñèìïòîòèêè Lτ (φ)N ëîãàðè�ìà ýòîé âåðîÿòíîñòè, ãäå Lτ (φ)- íåêîòîðûé �óíêöèîíàë íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíûõ êðèâûõ, íàçûâàåìûé �óíêöèîíà-ëîì äåéñòâèÿ. Ïåðåéäåì ê òî÷íûì �îðìóëèðîâêàì â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå, êîãäà φ(τ)ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ φ(τ) = vτ .Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áëóæäàíèå óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó áîëüøèõ óêëîíåíèé (äëÿ�óíêöèè vτ) ñ �óíêöèîíàëîì äåéñòâèÿ Lτ (v), åñëè

ln P (A[τN ],δ) ∼ Lτ (v)N (17)44



ãäå
A[τN ],δ = { sup

t=0,1,...,[τN ]

|St − vt| < δN}Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èçìåíèòü âåðîÿòíîñòè ñêà÷êîâ 1
2
íà

pλ =
eλ

eλ + e−λ
, qλ =

e−λ

eλ + e−λòàê, ÷òîáû St − vt èìåëî íóëåâûå ñðåäíèå (à â îáùåì ñëó÷àå ñòàëî ìàðòèíãàëîì) äëÿíîâîãî áëóæäàíèÿ. Èìåííî, âûáåðåì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå λ = λ(v) > 0 óðàâíåíèÿ
eλ − e−λ

eλ + e−λ
= v (18)Òîãäà âåðíà �îðìóëà çàìåíû ìåðû: âåðîÿòíîñòè ïî ìåðå P0 = P ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷åðåçñðåäíèå ïî íîâîé áåðíóëëèåâñêîé ìåðå Pλ

P (A[τN ],δ) = Eλ[I(A[τN ],δ) exp(−λS[Nτ ] + [Nτ ]h(λ))], h(λ) = log(eλ + e−λ)

P (A[τN ],δ) = exp(−λ[Nτ ]v + [Nτ ]h(λ)))Eλ[I(A[τN ],δ) exp((λ[Nτ ]v − λS[Nτ ])]ãäå I(A[τN ],δ) - èíäèêàòîð ñîáûòèÿ A[τN ],δ. Äåéñòâèòåëüíî, âåðîÿòíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ïóòè
Γ äëèíû [Nτ ] ðàâíû

P0(Γ) =
1

2[Nτ ]
, Pλ(Γ) =

eλS[Nτ ]

(eλ + e−λ)[Nτ ]Äîêàçàòåëüñòâî (17) ñ �óíêöèîíàëîì äåéñòâèÿ Lτ (v) = τ(−vλ(v) + h(λ(v)) ñëåäóåò èçîöåíîê
EλI(ANδ) exp(−|λ|δN) ≤ P (ANδ) ≤ Eλ[I(ANδ) exp(|λ|δN)Â îáîáùåíèÿõ îñíîâíîé âîïðîñ - êàê ñäåëàòü çàìåíó ìåðû. Äëÿ äâóìåðíûõ áëóæäàíèé âóãëàõ ýòà ðàáîòà ïðîäåëàíà â [16℄, ãäå âèäíî êàêèå ñëîæíîñòè âîçíèêàþò. Âñå îíè âåäóò âîáùóþ òåîðèþ î ñâÿçè áëóæäàíèé â ìíîãîìåðíûõ îáëàñòÿõ ñ ãðàíèöàìè è äèíàìè÷åñêèõñèñòåì [22℄.Ñâÿçü ñ ìåòîäîì ïåðåâàëà Ïîìèìî ïðèâåäåííîé âåðîÿòíîñòíîé òåõíèêè è ïðÿìîãî èñ-ïîëüçîâàíèÿ �îðìóëû Ñòèðëèíãà â ëåêöèè 4 äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèêè áîëüøèõ óêëîíå-íèé, î÷åíü èí�îðìàòèâåí ìåòîä, èñïîëüçóþùèé ýëåìåíòû òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãîïåðåìåííîãî. Èìåííî, ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå êîý��èöèåíòîâ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè÷åðåç èíòåãðàë Êîøè äàåò

P{Sn = [vn]} =
1

2πi

∫

|z|=1

1

z[vn]+1
EzSdzÏîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

exp(n(h(λ) − vλ)) exp(−λ + ǫn)ãäå
EzS = (Eexp(λξ))n = enh(λ), z = eλ, ǫn = −[αn] + αn45



Íàäî òåïåðü ñäâèíóòü êîíòóð òàê, ÷òîáû îí ïåðåñåêàë ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü â êðèòè-÷åñêîé òî÷êå, òî åñòü ãäå ïðîèçâîäíàÿ ýêñïîíåíòû ðàâíà íóëþ, òî åñòü
h′(λ) = v÷òî ñîâïàäàåò ñ (18). Ôóíêöèÿ h(λ) = ln Eexp(λξ)) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêîé èâûïóêëîé íà âåùåñòâåííîé îñè ñ ìèíèìóìîì â íóëå, îòêóäà ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü êðè-òè÷åñêîé òî÷êè. Ïîýòîìó, ïî ñòàíäàðòíûì ðåçóëüòàòàì äëÿ ìåòîäà ïåðåâàëà, ìû ïîëó÷àåìòó æå àñèìïòîòèêó äëÿ ëîãàðè�ìà âåðîÿòíîñòè, ÷òî è âûøå.3.4 Äè��óçèÿÌàðêîâñêèå ïðîöåññû ñ äèñêðåòíûì èëè íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è ïðîèçâîëüíûì ïðî-ñòðàíñòâîì X ñîñòîÿíèé ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû óñëîâíûõ ìåð P (t; x, A), òî åñòüóñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé áûòü â ìîìåíò t + s â ìíîæåñòâå A, åñëè â ìîìåíò s ìû áûëè âòî÷êå x. Åñëè âñå ýòè ìåðû àáñîëþòíî íåïðåðûâíû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îäíîé ìåðû dλ(÷àñòî ýòî ìåðà Ëåáåãà dx) íà ïðîñòðàíñòâå X, òî òàêîé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì,â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèíãóëÿðíûì. Â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü î ñåìåéñòâåóñëîâíûõ ïëîòíîñòåé p(t; x, y) ≥ 0 òàêèõ ÷òî

P (t; x, A) =

∫

A

p(t; x, y)dyÏðè ýòîì òðåáóåòñÿ ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî, òî åñòü äëÿ âñåõ t, s, x, y óðàâíåíèÿ
p(t + s; x, z) =

∫ ∞

−∞
p(t; x, y)p(s; y, z)dyÎíè íàçûâàþòñÿ ÷àñòî óðàâíåíèÿìè ×ýïìåíà-Êîëìîãîðîâà èëè Ôîêêåðà-Ïëàíêà. Åñëè

p(t; x, y) = p(t; y − x) çàâèñÿò òîëüêî îò ðàçíîñòè, òî ãîâîðÿò î ïðîöåññå ñ íåçàâèñèìûìèïðèðàùåíèÿìè. Ìàðêîâîñòü îïðåäåëÿåò îïåðàòîðû íà ïðîñòðàíñòâå ìåð
(U tµ)(A) =

∫

R

µ(dx)[

∫

A

p(t; x, y)dy]è íà ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé
(U t

∗f)(x) =

∫

p(t; x, y)f(y)dyÄëÿ ìàëûõ ñèñòåì îñíîâíûå èññëåäóåìûå ïðîöåññû ðåãóëÿðíû, äëÿ áîëüøèõ (òî÷íååáåñêîíå÷íî-÷àñòè÷íûõ) êàê ïðàâèëî ñèíãóëÿðíû. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ðåãóëÿðíûõ ïðîöåññîâñîñòàâëÿþò äè��óçèîííûå ïðîöåññû. Èññëåäîâàíèå ïîäîáíûõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþíàóêè, íàçûâàåìîé ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç. Ñðåäè ðàçâèòîé â íåì òåõíèêè öåíòðàëüíîéìåñòîì â íåì ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ èäåÿ äè��óçèè. Çäåñü ìû èçëîæèì ëîãè÷åñêóþ ñõåìóè îñíîâíûå ïðèåìû ïîñòðîåíèÿ äè��óçèîííûõ ïðîöåññîâ, íàäåÿñü ÷òî ÷èòàòåëü âîñïîë-íèò âûêëàäêè ñàì èëè ïîñìîòðèò â äðóãèå êíèãè. Ïëàí èçëîæåíèÿ ñëåäóþùèé: ñíà÷àëàìû íàïîìíèì êàê âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ïîëó÷àåòñÿ èç äè��óçèîííîãî ñêåéëèíãà. Çàòåììû áóäåì ñòðîèòü �óíêöèè îò íåãî: ñíà÷àëà â âèäå ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà, çàòåìêàê ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. È íàêîíåö ìû äîêàæåì, ÷òîðåøåíèÿ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ìàðêîâñêèìè ïðîöåññàìè è âûâåäåì ïðÿìûå èîáðàòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ íèõ. 46



Äè��óçèîííûé ñêåéëèíã Åñëè p = q = 1
2
òî çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ãîâîðèò, ÷òî St

N
→

0. Äëÿ áîëåå èíòåðåñíîãî ðåçóëüòàòà íàäî âûáðàòü áîëåå òîíêóþ (äè��óçèîííóþ) øêàëó
St√
N

= xt, t = NτÔîðìàëüíûé ïîäñ÷åò îñîáåííî ïðîñò äëÿ îäíîðîäíîãî áëóæäàíèÿ. �àññìîòðèì áëóæäàíèåíà ðåøåòêå ñ øàãîì ǫ è ñ ãëàäêîé íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ ρ0(y), îãðàíè÷åííîé íà ðåøåòêó,
ρt+δ(i) = ρt(i − ǫ)

1

2
+ ρt(i + ǫ)

1

2
= ρt(i) +

1

2

d2ρt(i)

dx2
ǫ2 + o(ǫ2)ãäå ìû ðàçëîæèëè ïðàâóþ ÷àñòü ñ òî÷íîñòüþ äî o(ǫ2). Ïðè ǫ → 0 �îðìàëüíûé ïðåäåëäàåò óðàâíåíèå äëÿ ýâîëþöèè ïëîòíîñòè âî âðåìåíè

ρt(x) =
1

2

d2ρt(x)

dx2ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
ρt(x) =

1√
2πτ

∫

exp(−(x − y)2

2τ
)ρ0(y)dyÄðóãîé ñïîñîá èñõîäèò èç ïðåäåëà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé St, êîòîðûé ìû óæå ñ÷è-òàëè. Äàëåå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé îáðàùåíèÿ. Ìû õîòèì âîññòàíîâèòü âåðî-ÿòíîñòè P (a < ξ < b) èëè, áîëåå îáùî, ñðåäíèå äðóãîé �óíêöèè g(ξ), íàäî ïðèìåíèòüîáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

g(x) =
1√
2π

∫

g̃(λ)eiλxdλ÷òî äàñò
Eg(S) =

1√
2π

∫

g̃(λ)EeiλSdλ =
1√
2π

∫

g̃(λ)fS(λ)dλÑòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû Äàëåå w(t) - ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Ìû îïðå-äåëèì äâà âèäà ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ îò ñëó÷àéíûõ �óíêöèé f(t)

∫ t

0

f(s)ds = lim S(1)
n , S(1)

n = lim
∑

f(tn,k)(tn,k+1 − tn,k) (19)
∫ t

0

f(s)dw(s) = lim S(2)
n , S(2)

n = lim
∑

f(tn,k)(wn,k+1 − wn,k) (20)ãäå ïðåäåëû áåðóòñÿ ïî ðàçáèåíèÿì èíòåðâàëà [0, t] òàêèì, ÷òî
max |tn,k+1 − tn,k| →n→∞ 0ïîíèìàåòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ. Íàïðèìåð, ýòî ìîãóò áûòü �óíêöèè âèäà f(t) = F (t, w(t)).Ïîëåçíî äëÿ ïðèìåðà ïîñ÷èòàòü êàêîé-íèáóäü èíòåãðàë, íàïðèìåð,

∫ t

0

w(s)dw(s) = lim
∑

w(tn,k)(wn,k+1 − wn,k) =
1

2
(w2(t) − w2(0))− (21)47



−1

2
lim

∑

(wn,k+1 − wn,k)
2 =

1

2
(w2(t) − w2(0)) − 1

2
tÎñíîâíîé ïîñòóëàò: âñåãäà áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî (wn,k+1 − wn,k) íåçàâèñèìû îòâñåõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí f(t) ïðè t ∈ [0, tn,k]. Îáû÷íî ýòà íåçàâèñèìîñòü ïîñòóëèðóåòñÿ íàÿçûêå σ-àëãåáð, íî ìû íàìåðåííî ýòîãî íå äåëàåì, ïîä÷åðêèâàÿ àëãîðèòìè÷åñêóþ àëãåá-ðàè÷íîñòü âñåõ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé. Ïðè ÂÑÅÕ äàëüíåéøèõ îïåðàöèÿõ (ïîäñòàíîâêèâ �óíêöèè, âçÿòèå ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ, ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû, ðåøåíèå ñòîõàñòè-÷åñêèõ óðàâíåíèé) ýòî ñâîéñòâî íåçàâèñèìîñòè áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ.Ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïðîùå âñåãî ïîíÿòü íà óðîâíå ñõîäèìîñòè ìîìåíòîâ. Òàê,ìîìåíòû îò (19) (äà è ñàì èíòåãðàë) ñõîäÿòñÿ ââèäó íåïðåðûâíîñòè òðàåêòîðèé âèíåðîâ-ñêîãî ïðîöåññà. ×òî êàñàåòñÿ èíòåãðàëà (20), ñðåäíåå îò íåãî ðàâíî òîæäåñòâåííî íóëþ.Îò âòîðîãî ìîìåíòà îñòàåòñÿ âûðàæåíèå

E
∑

f 2(tn,k)(wn,k+1 − wn,k)
2 =

∑

Ef 2(tn,k)(tn,k+1 − tn,k)êîòîðîå òàêæå ñõîäèòñÿ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü ñõîäèìîñòü îñòàëüíûõ ìîìåíòîâ, íîïðîùå äîêàçûâàòü ñõîäèìîñòü â ñìûñëå L2-íîðìû, òî åñòü
E(S(2)

n − S(2)
m )2 →n→∞,m>n 0Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àéíûõ �óíêöèé a(s), b(s) (â òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ î íåçàâèñè-ìîñòè) äëÿ âñåõ 0 ≤ t ≤ T

ξ(t) =

∫ t

0

a(s)ds +

∫ t

0

b(s)dw(s)òî áóäåì óñëîâíî ïèñàòü
dξ(t) = a(s)ds + b(s)dw(s)Òàê ââåäåííûé ñòîõàñòè÷åñêèé äè��åðåíöèàë ëèíååí, íî �îðìóëà äè��åðåíöèðîâà-íèÿ ïðîèçâåäåíèÿ è ñëîæíîé �óíêöèè îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîé. Îñíîâíûì óòâåðæäåíèåìÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Theorem 5 (Ôîðìóëà Èòî)

dF (t, w(t)) = F ′
t (t, w(t))dt +

1

2
F ′′

xx(t, w(t))dt + F ′
x(t, w(t))dw(t)Ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà ìû ïðèâåñòè çäåñü íå ñìîæåì [19℄, íî ýòî òîò ñàìûé ñëó÷àé,êîãäà ñðàçó ÿñíî ïî êàêîìó ïóòè èäòè. Íàäî íà÷àòü ñ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Ñëó÷àé F (t)î÷åâèäåí, ñëó÷àé F (w(t)) ìû óæå ñäåëàëè äëÿ F = w2, ñì. (21). À äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíàýòî íå î÷åâèäíîå, íî ïðîñòîå óïðàæíåíèå. Äàëåå íàäî ðàññìîòðåòü ïðîèçâåäåíèå F (t, w) =

f(t)g(w), ïðè÷åì ñíà÷àëà, îïÿòü æå, ñàìûå ïðîñòûå ñëó÷àè. Âîçìîæíîñòü ïðèáëèæåíèÿìíîãî÷ëåíàìè çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ �óíêöèé.Ñòîõàñòè÷åñêèå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôîðìàëüíî óðàâíåíèå èìååò âèä
dη(t) = a(t, η(t))dt + b(t, η(t))dw(t) (22)ñ èí�èíèòåçèìàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè ñíîñà a(t, x) è äè��óçèè b(t, x). Íå�îðìàëüíîåðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîíèìàòü êàê ïðåäåë ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòå-ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

η(t) = η(0) +

∫ t

0

a(s, η(s))ds +

∫ t

0

b(s, η(s))dw(s)48



ãäå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå η(0) íåîáõîäèìî ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûì îò w(t). ìåòîäîì èòåðàöèé.Èìåííî
ηn(t) = η(0) +

∫ t

0

a(s, ηn−1(s))ds +

∫ t

0

b(s, ηn−1(s))dw(s)Íî åùå ëó÷øå êàê ÿâíûé ðÿä
η(t) = η(0) +

∞
∑

n=0

(ηn(t) − ηn−1(t))Ïî èíäóêöèè î÷åâèäíî, ÷òî îñíîâíîé ïîñòóëàò î íåçàâèñèìîñòè âûïîëíåí äëÿ âñåõ t, ηn(t),à çíà÷èò è äëÿ ïðåäåëà, åñëè îí ñóùåñòâóåò. Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ñòàíäàðòíî (êàê èäëÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé). Ïîëàãàÿ ∆n(t) = ηn(t)−ηn−1(t), èìååì
E∆2

n(t) ≤ const

∫ t

0

E∆2
n−1(s)ds ≤ ... ≤ Cn

n!äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C > 0.Ïîëóãðóïïû è äè��óçèîííûå ïðîöåññû Ìàðêîâîñòü ïðîöåññà η(t) ïî÷òè î÷åâèäíà,ââèäó ëîêàëüíîñòè è ïåðâîãî ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ (22): η(t) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (22)íà èíòåðâàëå [s, t], s < t, ñ çàäàííûì η(s).Ìû õîòèì íàéòè óðàâíåíèå äëÿ ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòè è ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû, êî-òîðûé äåéñòâóåò íà äâàæäû äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè f . Äëÿ ýòîãî íàäî äîêàçàòüâûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé: äëÿ ëþáîãî ǫ > 0
∫

|y−x|>ǫ

p(t; x, y)dy = o(t)

∫

|y−x|<ǫ

(y − x)p(t; x, y)dy = a(x)t + o(t)

∫

|y−x|<ǫ

(y − x)2p(t; x, y)dy = b(x)t + o(t)Ýòè òðè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëåíèåì äè��óçèîííîãî ïðîöåññà,Óïð. 65 Ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîöåññ a(t)+σ(t)w(t), ãäå a(t), σ(t) - äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíê-öèè, ÿâëÿåòñÿ äè��óçèîííûì. Äëÿ êàêèõ �óíêöèé A(x) ïðîöåññ A(η(t)) áóäåò äè��óçè-îííûì, åñëè η(t) - äè��óçèîííûé ïðîöåññ.�àçëàãàÿ
f(y) − f(x) =

df

dx
(y − x) +

1

2

d2f

dx2
(y − x)2 + α(y − x)2ãäå α ìàëîå ÷èñëî; è îãðàíè÷èâàÿñü èíòåãðàëîì ïî îêðåñòíîñòè |y − x| < ǫ ïîëó÷èì

(U∆tf)(x)− f(x) =

∫

p(∆t, x, y)(f(y)− f(x)) = a(x)
df

dx
∆t+

1

2
b(x)

d2f

dx2
∆t+α∆t sup b+ o(∆t)Èíòåãðàë ïî |y − x| > ǫ îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Äåëÿ íà t, â ïðåäåëå t → 0 ïîëó÷àåìóðàâíåíèå

∂f

∂t
= a(x)

∂f

∂x
+

1

2
b(x)

∂2f

∂x249



3.5 Óõîä â áåñêîíå÷íîñòüÍà ïðèìåðå ñ÷åòíûõ öåïåé ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì îáñóäèì ãëîáàëüíîå (íà âñåì ïðîìå-æóòêå âðåìåíè) ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé äëÿ ðåãóëÿðíûõ öåïåé Ìàðêîâà. Öåïü íàçûâàåòñÿðåãóëÿðíîé, åñëè ïåðåõîäíûå ìåðû P (A|x) äëÿ ðàçíûõ x àáñîëþòíî íåïðåðûâíû îòíî-ñèòåëüíî �èêñèðîâàííîé ìåðû íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, äëÿ ñ÷åòíûõ öåïåé ýòî ìå-ðà, ðàâíàÿ åäèíèöå â êàæäîé òî÷êå. Ïðåæäå âñåãî, âñåãäà ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåìíåïðèâîäèìîñòè è íåïåðèîäè÷íîñòè: ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ñîñòîÿíèé
x, y ñóùåñòâóåò ïóòü Γxy èç x â y ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè, ïðè÷åì íàèìåíüøåå îá-ùåå êðàòíîå äëèí âñåõ òàêèõ ïóòåé ðàâíî 1. Ïîñëåäíåãî âñåãäà ìîæíî äîñòè÷ü, äîáàâëÿÿïåðåõîä pii > 0 äëÿ íåêîòîðîãî i.Âçðûâû Ìîæíî ëè óéòè â áåñêîíå÷íîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ (êàê ãîâîðÿò, ìîæåò ëèïðîèçîéòè âçðûâ) îí ìîæåò óéòè â áåñêîíå÷íîñòü. Ýòî ïðîùå ïîÿñíèòü ñ äëÿ íåïðåðûâ-íîãî âðåìåíè. Ñèòóàöèÿ çäåñü âïîëíå àíàëîãè÷íà óõîäó â áåñêîíå÷íîñòü äëÿ äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé è äîñòàòî÷íî ïðîñòîãî ïðèìåðà. �àññìîòðèì ìàðêîâñêóþ öåïü ξ(t) ñíåïðåðûâíûì âðåìåíåì, ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé Z+ è èíòåíñèâíîñòÿìè ïåðåõîäîâ λn = naèç n â n + 1. Ïóñòü ξ(0) = 1. Ñàìîå ïðîñòîå îáúÿñíåíèå òàêîâî: ñðåäíåå âðåìÿ ïåðåéòè èç
n â n + 1 ðàâíî n−a. Çíà÷èò ñðåäíåå âðåìÿ τ0 óéòè èç 0 â ∞

∞
∑

n=1

n−a < ∞ïðè a > 1. Ïðè æåëàíèè ìîæíî íàéòè ýòî òî÷íî èç ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ τn.Êëàññè�èêàöèÿ - ñðåäíåå âðåìÿ è âåðîÿòíîñòü âîçâðàùåíèÿ Îñíîâíîå, è î÷åíüîáùåå, óòâåðæäåíèå â òåîðèè öåïåé Ìàðêîâà íà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâàõ - î÷åíü ïðîñòàÿ èõêëàññè�èêàöèÿ. Íàäî åùå ðàç îòìåòèòü, ÷òî àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ñ�îðìó-ëèðîâàòü äëÿ îáùèõ ðåãóëÿðíûõ öåïåé (íî íèêàê íå äëÿ ñèíãóëÿðíûõ).Theorem 6 Ëþáàÿ öåïü ëèáî âîçâðàòíà ëèáî íåâîçâðàòíà. Öåïü âîçâðàòíà åñëè èìååòìåñòî îäíî èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:
• äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñòîÿíèé i, j âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü êîãäà-ëèáî èç i â j Qij < 1

• äëÿ íåêîòîðûõ i, j âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü êîãäà-ëèáî èç i â j Qij < 1Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî åñòü êîãäà äëÿ âñåõ i, j Qij < 1, öåïü íàçûâàåòñÿ íåâîçâðàòíîéèëè òðàíçèåíòíîé.Äëÿ ëþáîé âîçâðàòíîé öåïü ñðåäíåå âðåìÿ mij äîñòèæåíèÿ j âûéäÿ èç i ëèáî êîíå÷íîäëÿ âñåõ i, j ëèáî áåñêîíå÷íà äëÿ âñåõ i, j. Â ïåðâîì ñëó÷àå öåïü íàçûâàåòñÿ ïîëîæè-òåëüíîé âîçâðàòíîé èëè ýðãîäè÷åñêîé, âî âòîðîì íóëåâîé âîçâðàòíîé.Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå π. Èìåííî, ïóñòü τii -ñëó÷àéíûé ïåðâûé ìîìåíò, âûéäÿ èç i, âåðíóòüñÿ â i. Òîãäà
πi =

1

EτiiÈíòóèòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî î÷åíü ïðîñòîå. �àññìîòðèì òðàåêòîðèè äîñòàòî÷íî áîëüøîéäëèíû N , âûõîäÿùèå èç i. ×èñëî ïîïàäàíèé â i àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíî πiN , ïî îïðåäåëå-íèþ π. Ñ äðóãîé, îíî âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ñðåäíèå âðåìåíà âîçâðàùåíèé êàê N
Eτii

.50



Óïð. 66 Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåêóððåíòíûìè �îðìóëàìè â ëåêöèè î ñëó÷àéíûõ áëóæäà-íèÿõ, ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ îäíîðîäíîãî áëóæäàíèÿ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì íà Z+ öåïüáóäåò òðàíçèåíòíîé, íóëåâîé âîçâðàòíîé è ýðãîäè÷åñêîé ñîîòâåòñòâåííî äëÿ p > q, p =
q, p < q.Åñòü ìíîãî êîíñòðóêòèâíûõ êðèòåðèåâ êëàññè�èêàöèè, â òîì ÷èñëå íåîáõîäèìûõ èäîñòàòî÷íûõ, íî êàê ïðàâèëî îáùèå êðèòåðèè íåêîíñòðóêòèâíû. Òàê çàäà÷à êîíñòðóêòèâ-íîé êëàññè�èêàöèè áëóæäàíèé â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ ðàçìåðíîñòè d òåñíî ñâÿçàíàñ ýðãîäè÷åñêîé òåîðèåé êóñî÷íî ãëàäêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â ðàçìåðíîñòè d − 2, ñì.[22℄. Ïðîñòåéøèå ãåîìåòðè÷åñêè íàãëÿäíûå êðèòåðèè ýðãîäè÷íîñòè èñïîëüçóþò òàê íàçû-âàåìûå �óíêöèè Ëÿïóíîâà. �àññìîòðèì áëóæäàíèå â Zd ñ âåðîÿòíîñòÿìè ñêà÷êîâ pxyèç x â y, ïðè÷åì pxy = 0 åñëè |x− y| > D äëÿ íåêîòîðîãî D > 0: Ïóñòü ñóùåñòâóåò ǫ > 0 èâåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ f(x) > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ñ íîðìîé áîëüøåé íåêîòîðîãî A > 0ñðåäíåå åå ïðèðàùåíèå çà îäèí øàã

∑

y

pxyf(y) − f(x) < −ǫòî öåïü ýðãîäè÷íà. Ýòó �óíêöèþ, âåðíåå åå ëèíèè óðîâíÿ, ÷àñòî ëåãêî ïîñòðîèòü ïî ïîëþâåêòîðîâ ñðåäíåãî ñíîñà
mx =

∑

y

pxy(y − x)Äëÿ ýòîãî âåêòîðà ñíîñà äîëæíû ñìîòðåòü â ñòîðîíó ìåíüøèõ çíà÷åíèé �óíêöèè è óãëû
φ(x) ìåæäó íèìè è êàñàòåëüíûìè ê ëèíèÿì óðîâíÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ x äîëæíûëåæàòü â äèàïàçîíå δ < φ(x) < π − δ, ñì. [21℄.Òåîðèÿ ïîòåíöèàëà Òåïåðü ìû îáñóäèì ïî êàêèì ïóòÿì îñóùåñòâëÿåòñÿ óõîä â áåñêî-íå÷íîñòü. Äëÿ òðàíçèåíòíîé öåïè ðàññìîòðèì �óíêöèþ �ðèíà, òî åñòü ìàòðèöó ñðåäíèõ÷èñåë ïîïàäàíèé â y âûéäÿ èç x

G(x, y) = 1 + P + P 2 + ...Ïîòåíöèàëîì âåùåñòâåííîé �óíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ ∑

y G(x, y)f(y). Åãî ìîæ-íî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê â ýëåêòðîñòàòèêå: ïîëå, ñîçäàâàåìîå â òî÷êå x ðàñïðåäåëåííûìçàðÿäîì f(x). Ýòî îñîáåííî åñòåñòâåííî äëÿ ïðîñòîãî ñèììåòðè÷åñêîãî áëóæäàíèÿ íà Z3,ãäå îïåðàòîð P ñâÿçàí ñ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà (íà ðåøåòêå)
(−∆f)(x) = ((1 − P )f)(x) = f(x) − 1

2d

∑

|e|=1

f(x + e) = Exf(S1) − f(S0)ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò åãî ñâÿçü ñî ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì Sn, âûõîäÿùèìèç òî÷êè S0 = x. Ïîòåíöèàë ïðè ýòîì ñîâïàäàåò ñ êóëîíîâñêèì (åñëè øàã ðåøåòêè ñòðåìèò-ñÿ ê íóëþ). Ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàêæå êàê ñóììàðíûé ñðåäíèé äîõîä îò áëóæäàíèÿ,åñëè êàæäûé ðàç ïðè ïîïàäàíèè â òî÷êó y ïîëó÷àåì äîõîä f(y).�åøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå â êîíå÷íîé îáëàñòè Λ ñ ãðàíèöåé ∂Λ (ìíîæåñòâî òî÷åê íàðàññòîÿíèè 1 îò Λ) è çàäàííîé �óíêöèåé u(x) íà ∂Λ

(1 − P )g = f, g|∂Λ = u51



ñâÿçàíî ñ òåì, êàê òðàåêòîðèÿ âûõîäèò íà ãðàíèöó è èìååò âèä
f(x) = Ex[u(Sτ ) +

τ
∑

j=0

g(Sτ )], τ = inf{j ≥ 0 : Sj /∈ Λ}Â ÷àñòíîñòè, �óíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè f = Pf .Ôèíàëüíûå ñîáûòèÿ è ãðàíèöà Ìàðòèíà Ôèíàëüíûì ñîáûòèåì ïðîöåññà ηt íàçûâà-åòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå íå çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ ïðîöåññà íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì îòðåçêåâðåìåíè. Ïðèìåðàìè ìîãóò áûòü ñîáûòèÿ I(A) - òðàåêòîðèÿ ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå Aíà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà. Ôèíàëüíûå ñîáûòèÿ îáðàçóþò ñèãìà-àëãåáðó Σfinal. Íà-ãëÿäíîå îïèñàíèå �èíàëüíûõ ñîáûòèé äàåò òåîðåìà Áëýêóýëëà (Bla
kwell): Σfinal ïîðîæ-äàåòñÿ ñîáûòèÿìè âèäà I(A). Îäíàêî, ÷àñòî óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó
Σfinal è îãðàíè÷åííûìè ãàðìîíè÷åñêèìè �óíêöèÿìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ξ îãðàíè÷åíàè èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî Σfinal. Òîãäà åå ñðåäíåå f(x) = Exξ ïî ìåðå áëóæäàíèÿ, âûøåä-øåãî èç òî÷êè x, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ f = Pf . Îáðàòíî, ïóñòü f(x) - îãðàíè÷åííàÿãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà f(ηt) - îãðàíè÷åííûé ìàðòèíãàë è çíà÷èò èìååò ïðåäåë ξ,êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ �èíàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.�àññìîòðèì áëóæäàíèå íà Z, îäíîðîäíîå íà êàæäîé ïîëóîñè, íî ñíîñû íàïðàâëåíû â
∞ â òî÷êàõ x > 0, è â −∞ â òî÷êàõ x < 0. Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 òî÷êà óéäåò â ∞ èëè â −∞.Ýòî äâà ðàçíûõ �èíàëüíûõ ñîáûòèÿ.Óïð. 67 Äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ �èíàëüíûõ ñîáûòèé íåò, íàéäÿ âñå îãðàíè÷åííûå ãàð-ìîíè÷åñêèå �óíêöèè.Òîíêîå �èíàëüíîå ïîâåäåíèå êëàññè�èöèðóåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ïîòåíöèàëîâ

K(i; j) =
G(i, j)

G(0, j)ãäå 0 - íåêîòîðîå âûäåëåííîå ñîñòîÿíèå. Òîïîëîãèÿ Ìàðòèíà íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé Sîïðåäåëÿåòñÿ òàê: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé jn ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè,åñëè K(i; jn) åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè äëÿ âñåõ i. Ïîïîëíåíèå S ïî ýòîé òîïîëîãèèîáîçíà÷èì S∗. Òîãäà (âûõîäíîé) ãðàíèöåé Ìàðòèíà íàçûâàåòñÿ S∗ \ S. Îäèí èç îñíîâíûõðåçóëüòàòîâ ýòîé òåîðèè: äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå êíåêîòîðîé òî÷êå ãðàíèöû Ìàðòèíà, íî ìîæåò ñõîäèòüñÿ íå ê ëþáîé òî÷êå, à òîëüêî ê òàêíàçûâàåìûì êðàéíèì òî÷êàì, ñì. [26℄.4 Ìàêðî è ìèêðî øêàëû äëÿ áîëüøèõ ñèñòåì4.1 �àâíîâåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ4.1.1 Èäåàëüíûé ãàçÈäåàëüíûé ãàç - ïðîñòåéøèé ïðèìåð ñèñòåìû èç áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö. Â êóáå Λ ⊂
Rd íàõîäèòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî N ÷àñòèö, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòîéè ñêîðîñòüþ, òî åñòü êîí�èãóðàöèÿ ÷àñòèö åñòü òî÷êà ((x1, v1), ..., (xN , vN)) ìíîæåñòâà(�àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà) X = XN,Λ = (Λ×Rd)N = ΛN ×RdN . Åñëè ÷àñòèöû òîæäåñòâåííû52



(òî åñòü èìåþò îäèíàêîâûå ìàññû, çàðÿäû è ò.ä.), òî åñòåñòâåííî, ÷òîáû âñå äàëüíåéøååáûëî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû SN ïåðåñòàíîâîê N ÷àñòèö
((x1, v1), ..., (xN , vN)) → ((xi1 , vi1), ..., (xiN , viN ))Ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà µ íàX ñ áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé,èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî SN . Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè: µ

N !
åñòü âåðîÿò-íîñòíàÿ ìåðà íà X. Èíîãäà âìåñòî X ðàññìàòðèâàåòñÿ �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî X/SN ïðî-ñòðàíñòâà X, ñèììåòðèçîâàííîãî ïî ãðóïïå SN ïåðåñòàíîâîê, òîãäà µ äàåò âåðîÿòíîñòíóþìåðó íà êàæäîì èç �àêòîðîâ. ×èñòûì ñîñòîÿíèåì íàçûâàåòñÿ òî÷å÷íàÿ ìåðà, èëè ñàìàòî÷êà ïðîñòðàíñòâà X. Äèíàìèêà, òî åñòü ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé U t : X → X çàäàåòñÿóñëîâèåì, òî ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ñâîáîäíî ñ çàäàííûìè èì ïåðâîíà÷àëüíî êîîðäèíàòàìè èñêîðîñòÿìè, íå âèäÿ äðóã äðóãà. Ïðè ñòîëêíîâåíèè ñî ñòåíêàìè ñîñóäà ïðîèñõîäèò óïðóãîåîòðàæåíèå.Ýòà ìîäåëü ñîîòâåòñòâóåò �èçè÷åñêîìó ïîíèìàíèþ ðàçðÿæåííîãî ãàçà, ãäå ñòîëêíî-âåíèÿ ìåæäó ìîëåêóëàìè îòíîñèòåëüíî ðåäêè. Èäåàëüíûé ãàç - ýòî èäåàëèçàöèÿ òàêîé�èçè÷åñêîé ñèòóàöèè.Ñåé÷àñ ìû ââåäåì âàæíîå ñïåöèàëüíîå ñîñòîÿíèå. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ âî-ïåðâûõ íåçà-âèñèìîñòüþ âñåõ 2N âåêòîðîâ x1, v1, ..., xN , vN . Ïðè ýòîì âåêòîðà xk ðàñïðåäåëåíû â Λîäèíàêîâî è ðàâíîìåðíî, à ñêîðîñòè ÷àñòèö vi îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòüþ ðàñ-ïðåäåëåíèÿ Ìàêñâåëëà

fβ = C exp(−β
mv2

2
), C = (

mβ

2π
)

d
2òî åñòü èìåþò ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé σ2

1 =
(βm)−1

1. Ïðè ýòîì ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ðàâíà
< E >=

∫

mv2

2
fβdv =

d

2
β−1ãäå β = 1

kT
- ïàðàìåòð, íàçûâàåìûé îáðàòíîé òåìïåðàòóðîé, T - òåìïåðàòóðà, k - ïî-ñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà.Ââåäåííîå ðàñïðåäåëåíèå µβ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äèíàìèêè, òî åñòü äëÿ âñåõ

A ⊂ X è t ∈ R
µβ(A) = µβ(U−tA)Çàìåòèì, ÷òî ââèäó íåçàâèñèìîñòè, èíâàðèàíòíîñòü äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ îäíîé ÷à-ñòèöû. �àñïðåäåëåíèå åå ñêîðîñòè ñîõðàíÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ. Áîëåå òîãî, ïðè äâèæåíèèñ çàäàííîé �èêñèðîâàííîé ñêîðîñòüþ v ìåðà Ëåáåãà íà Λ áóäåò èíâàðèàíòíîé. Ýòî ñòàíî-âèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè ðàññìîòðåòü êóá ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè,òî åñòü ñ îòîæäåñòâëåííûìè ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàìè. ïðè ýòîì ëîìàíàÿ òðàåêòîðèÿñòàíîâèòñÿ ïðÿìîé ëèíèåé íà òîðå.×èñëî nΛ(A) ÷àñòèö â A ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P (nΛ(A) = k) = Ck
N (

|A|
|Λ|)

k(1 − |A|
|Λ|)

N−kêîòîðîå ïðè òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå N → ∞, Λ ↑ Rd, N
|Λ| → ρ, ñòðåìèò-ñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà. Àíàëîãè÷íî, ÷èñëà ÷àñòèö n(Ai) â íå ïåðåñåêàþùèõñÿ Aiáóäóò íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ìîæíî ïðîäîëæèòü ýòî53



ðàñïðåäåëåíèå äî ìåðû µ íà íà ñ÷åòíûõ ëîêàëüíî-êîíå÷íûõ (òî åñòü êîíå÷íûõ â ëþáîìîãðàíè÷åííîì ïîäìíîæåñòâå Rd) ïîäìíîæåñòâàõ Rd íàçûâàåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ñëó÷àé-íûì ïîëåì, à åñëè ó÷èòûâàòü, ÷òî ÷àñòèöàì ïðèïèñàíû åùå è íåçàâèñèìûå ñêîðîñòè, òîèäåàëüíûì ãàçîì â áåñêîíå÷íîì îáúåìå. Äèíàìèêà â áåñêîíå÷íîì îáúåìå îïðåäåëÿåòñÿàíàëîãè÷íî è äàæå ïðîùå, òàê êàê íåò îòðàæåíèÿ îò ãðàíèö, à ìåðà µ èíâàðèàíòíà îò-íîñèòåëüíî ýòîé äèíàìèêè. Îäíàêî, ïðîùå âñåãî äîêàçûâàòü èíâàðèàíòíîñòü ïðåäåëüíûìïåðåõîäîì èç êîíå÷íîãî îáúåìà.Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî âûâîä óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãîãàçà íå îáÿçàòåëüíî òðåáóåò ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé Ìàêñâåëëà ñì. [23℄.Äàâëåíèåì íàçûâàåòñÿ ñðåäíèé ïåðåäàâàåìûé èìïóëüñ íà åäèíèöó âðåìåíè è åäèíèöóïëîùàäè ðåàëüíîé ñòåíêè (èëè âèðòóàëüíîé ñòåíêè âíóòðè ñîñóäà) ÷àñòèöàìè, ïàäàþùè-ìè íà íåå ñ îäíîé èç ñòîðîí. �àññìîòðèì ïëîùàäêó dS, âîçüìåì åå ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè
x. Çà âðåìÿ (t.t + dt) ÷àñòèöà ñî ñêîðîñòüþ v ìîæåò ïîïàñòü íà ÷åðåç ïëîùàäêó, ñ îäíîéèç �èêñèðîâàííûõ ñòîðîí, òîëüêî åñëè â ìîìåíò 0 îíà íàõîäèëàñü â íåêîòîðîé ÷àñòè öè-ëèíäðà, îïèðàþùåãîñÿ íà ïëîùàäêó è èìåþùåãî îñü ïàðàëëåëüíóþ v è ñå÷åíèå dS. Äëèíàýòîé ÷àñòè öèëèíäðà ðàâíà |v|dt, à åãî îáúåì

cos(
π

2
− α)dS|v|dt = v1dSdtãäå α - óãîë ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè è ïëîñêîñòüþ ïëîùàäêè, v1 - ïðîåêöèÿ âåêòîðàñêîðîñòè íà îñü x. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñòèöà ñî ñêîðîñòüþ v ïîïàäåò â ýòîò öèëèíäððàâíà

v1dSdt

Vãäå V = |Λ| - îáúåì êóáà, è òîãäà åå ïåðåäàííûé èìïóëüñ áóäåò 2mv1. Èíòåãðèðóÿ ïîïîëóïðîñòðàíñòâó {vx > 0} ñêîðîñòåé îäíîé ÷àñòèöû, è óìíîæàÿ íà ÷èñëî ÷àñòèö N ,ïîëó÷èì ñðåäíèé ïåðåäàâàåìûé èìïóëüñ P çà åäèíèöó âðåìåíè íà åäèíèöó ïëîùàäè
P =

1

dSdt

∫

vx>0

2mv1
v1dSdt

V
Ndv =

1

2
2mρ < v2

1 >=
2

3
ρ < Ekin >= ρβ−1 = ρkTãäå ρ = N

V
- ïëîòíîñòü ÷àñòèö. Ýòî äàåò óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà

PV = β−1N (23)èëè
P = kTρÍàäî ïîä÷åðêíóòü íþàíñ â ýòèõ ðàññóæäåíèÿõ: ìû áðàëè dS, dt áåñêîíå÷íî ìàëûìè, ÷òîáûìîæíî áûëî èíòåãðèðîâàòü ïî ïîëóïðîñòðàíñòâó. Åñëè áðàòü èõ ïðîñòî ìàëûìè ∆S, ∆t, òîíàäî ñíà÷àëà ïåðåéòè ê áåñêîíå÷íîìó îáúåìó è ëèøü ïîòîì ñîâåðøèòü ïåðåõîä ∆S, ∆t →

0.4.1.2 Ñëó÷àéíûå ãðà�û, ïåðêîëÿöèÿ, �ðàêòàëûÑëó÷àéíîñòü ìîæåò ââîäèòüñÿ ëèáî íà ìíîæåñòâå âñåõ ãðà�îâ ñêàæåì ñ çàäàííûì ÷èñëîìâåðøèí (èìåííî ýòî îáû÷íî ïîíèìàåòñÿ ïîä òåîðèåé ñëó÷àéíûõ ãðà�îâ), ëèáî íà åãîãîðàçäî áîëåå óçêîì ïîäìíîæåñòâå, ÷òî äàåò íå ìåíåå ãëóáîêèå òåîðèè.54



Àáñòðàêòíûå ñëó÷àéíûå ãðà�û Ïóñòü åñòü N òî÷åê-âåðøèí, è åñòü ñõåìà Áåðíóëëè
ξv,v′ , òî åñòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, çàíóìåðîâàííûå ïàðàìè {v, v′} âåðøèí,
ξv,v′ = 1, 0 ñ âåðîÿòíîñòÿìè p, q. Ïðè ýòîì ξv,v′ = 1 îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìèåñòü ðåáðî, à ξv,v′ = 0 - ÷òî íåò ðåáðà. ßñíî, ÷òî ëþáîé ãðà� ñ N âåðøèíàìè èìååò ïîëî-æèòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü. Îäíàêî àñèìïòîòè÷åñêè ïðè N → ∞ êàêèå-òî êëàññû ïîäãðà�îâáóäóò áîëåå âûðàæåíû ÷åì äðóãèå, ÷òî î÷åíü ñèëüíî çàâèñèò îò p = p(N).Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ïîðÿäêè âåëè÷èí, êîãäà, ïðè èçìåíåíèè p, â ãðà�å áóäóòïðîèñõîäèòü èíòåðåñíûå ñîáûòèÿ (�àçîâûå ïåðåõîäû). Èìåííî, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäàííîé âåðøèíû íå áóäåò íè îäíîãî ðåáðà ðàâíà (1 − p)N−1. Ïîýòîìó ïðè p = 1

N1+ǫ âåðî-ÿòíîñòü òîãî, ÷òî äàííàÿ âåðøèíà íå áóäåò èçîëèðîâàíà ðàâíà ïðèìåðíî 1
Nǫ , è ïîýòîìó÷èñëî íå èçîëèðîâàííûõ âåðøèí áóäåò o(N). Íàîáîðîò; åñëè p = 1

N1−ǫ , òî ñ âåðîÿòíîñòüþíå ìåíüøåé
(1 − (1 − p)N−1)(1 − (1 − p)N−2)(1 − (1 − p)N−3)...(1 − (1 − p)N−n) < (1 − e−

1
2
Nǫ

)
1
2
Nèç äàííîé âåðøèíû åñòü ïóòü äëèíû 1

2
N , ñîñòîÿùèé èç ðàçíûõ ðåáåð, è çíà÷èò áóäåòñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ïîðÿäêà N .Ïîýòîìó áîëüøèå èçìåíåíèÿ â ñòðóêòóðå ãðà�à áóäóò ïðîèñõîäèòü â ðàéîíå p = 1

N
.Ïîäîáíûì âîïðîñàì ïîñâÿùåí �óíäàìåíòàëüíûé òðóä [17℄.Ïåðêîëÿöèÿ �àññìîòðèì êîí�èãóðàöèþ ñïèíîâ ω = {xm,n}, xm,n = 1, 0, íà äâóìåðíîéðåøåòêå {(m, n)} ∈ Z2. Âåðøèíó (m, n) íàçîâåì çàíÿòîé, åñëè xm,n = 1, è ñâîáîäíîé âïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ëþáûå äâå ñîñåäíèå (òî åñòü íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè 1 äðóã îòäðóãà) çàíÿòûå âåðøèíû ñîåäèíèì ðåáðîì. Ïîëó÷èòñÿ ãðà� G = G(ω).Áóäåì ñ÷èòàòü òåïåðü âåëè÷èíû xm,n ñëó÷àéíûìè: íåçàâèñèìûìè è îäèíàêîâî ðàñïðå-äåëåííûìè, òî åñòü xm,n = 1, 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ p, q ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ãðà� G = G(ω)ñòàíîâèòñÿ ñëó÷àéíûì.Ñòðóêòóðà ýòîãî ãðà�à ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò p. Â ÷àñòíîñòè ýòî êàñàåòñÿ åãî ñâÿç-íûõ êîìïîíåíò, íàçûâàåìûõ òàêæå êëàñòåðàìè. Òàêèì îáðàçîì, êëàñòåð ãðà�à G ýòîìàêñèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî A âåðøèí ðåøåòêè òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ åãî âåðøèí

v, v′ ∈ A ñóùåñòâóåò ñâÿçûâàþùèé èõ ïóòü ïî ðåáðàì ãðà�à G.Theorem 7 Ñóùåñòâóåò 0 < pcr < 1 òàêîå, ÷òî ïðè p < pcr âñå êëàñòåðû êîíå÷íûñ âåðîÿòíîñòüþ 1, à ïðè p > pcr ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ åñòü õîòÿ áû îäèíáåñêîíå÷íûé êëàñòåð.Îáîçíà÷èì A ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî âñå êëàñòåðû êîíå÷íû (ãîâîðÿò îá îñòðîâàõåäèíèö â îêåàíå íóëåé), è ïóñòü P (A, p) åãî âåðîÿòíîñòü. Î÷åâèäíî, ÷òî P (A, p1) ≥ P (A, p2),åñëè p1 ≤ p2. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ pâåðîÿòíîñòü P (A, p) = 1. Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà ïîëîæèì pcr = sup{p : P (A, p) = 1}. Äëÿ páëèçêèõ ê åäèíèöå êàðòèíà áóäåò ñèììåòðè÷íîé −îñòðîâà íóëåé â îêåàíå åäèíèö.Ïóñòü KN - ÷èñëî ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ èç N âåðøèí, ñîäåðæàùèõ íà÷àëî êîîðäèíàò.Lemma 1 (îá îöåíêå ÷èñëà êëàñòåðîâ) Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî KN <
CN .Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîâîäèòñÿ êîíñòðóêòèâíûì ïåðåáîðîì âñåõ êëàñòåðîâ.Çàíóìåðóåì ÷åòûðå âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ îò íóëÿ íà ðàññòîÿíèè 1, ÷èñëàìè 1,2,3,4.Âîçüìåì ïåðâóþ è ðåøàåì, âêëþ÷èòü åå â êëàñòåð èëè íåò. Åñëè âêëþ÷àåì âåðøèíó v,55



òî âñå åùå íå çàíóìåðîâàííûå âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè 1 îò v, íóìåðóåì (âïðîèçâîëüíîì èëè êàêîì-òî çàðàíåå âûáðàííîì ïîðÿäêå) âñëåä çà óæå çàíóìåðîâàííûìè÷èñëàìè 5, .... Åñëè íå âêëþ÷àåì v, òî áåðåì ñëåäóþùóþ èç óæå çàíóìåðîâàííûõ âåðøèíè ïîñòóïàåì ñ íåé òàê æå. Ëþáîé êëàñòåð ìîæåò áûòü òàê ïîëó÷åí, à äî N-òîé âåðøèíûêëàñòåðà íàì ïðèäåòñÿ ïðèíÿòü íå áîëåå 4.3N−1 ðåøåíèé.Îáîçíà÷èì P0,N âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êëàñòåð, ñîäåðæàùèé íà÷àëî êîîðäèíàò 0, èìååòíå ìåíåå N âåðøèí. Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî P0,N < (Cp)N , è P0,N → 0 ïðè N → ∞.Çíà÷èò ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ñîáûòèé (íà÷àëî êîîðäèíàò âõîäèò â áåñêîíå÷íûé êëàñòåð) èìååòíóëåâóþ âåðîÿòíîñòü.Íî âìåñòî íà÷àëà êîîðäèíàò ìîæíî áûëî âçÿòü ëþáóþ òî÷êó. Çíà÷èò âåðîÿòíîñòü äî-ïîëíåíèÿ ê ìíîæåñòâó A ðàâíà íóëþ êàê îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ ìåðûíóëü. Îáçîðû ïî òåîðèè ïåðêîëÿöèè ñì. [24, 25℄.Ñëó÷àéíûå ãðàììàòèêè, äåðåâüÿ è �ðàêòàëû Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëîâà èç äâóõñèìâîëîâ 0, 1. Ìû ñêàæåì, ÷òî ñëîâî β ïîëó÷åíî èç ñëîâà α ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè γ → δ,åñëè α = α1γα2, β = α1δα2. �ðàììàòèêà îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõïîäñòàíîâîê
γi → δi, i = 1, ..., k(ñðåäè ñëîâ γi ìîãóò áûòü îäèíàêîâûå) è èçó÷àåò, êàêèå ñëîâà ìîæíî ïîëó÷èòü èç äàííîãîñëîâà ñîâåðøàÿ äîïóñòèìûå ïîäñòàíîâêè â íåêîòîðîì ïîðÿäêå. Ñëó÷àéíàÿ ãðàììàòèêàåñòü ìàðêîâñêèé ïðîöåññ α(t). Çà âðåìÿ dt âîçìîæíû ëþáûå ïåðåõîäû âèäà

α(t) = α1γiα2 → α(t + dt) = α1δiα2ñ âåðîÿòíîñòüþ λidt. Êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ N(γ, t) â ìîìåíò t îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñðåä-íåå ÷èñëî ïîäñëîâ γ â ñëîâå α(t). Åñëè ñóùåñòâóþò ïðåäåëû
f(γ) =

1

N(t)
lim
t→∞

N(γ, t)ãäå N(t) - ñðåäíåå ÷èñëî ñèìâîëîâ â ñëîâå α(t), òî ñîãëàñîâàííàÿ ñèñòåìà f(γ) îïðåäåëÿåòñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íà Z ñ äâóìÿ çíà÷åíèÿìè, òî åñòü âåðîÿòíîñòíóþ ìåðóíà {0, 1}Z .Åñëè âñå γi îòäåëüíûå ñèìâîëû (òàêàÿ ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ êîíòåêñòíî ñâîáîäíîé),òî ïîìèìî öåïè α(t) ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, ìîæíî ïîñòðîèòü öåïü ñ äèñêðåòíûì âðå-ìåíåì (ñëó÷àéíàÿ L-ñèñòåìà), ãäå êàæäîé äîïóñòèìîé ïîäñòàíîâêå γi → δi ïðèïèñûâàþòñÿâåðîÿòíîñòè pi, è â ìîìåíòû n = 1, 2, ... ê êàæäîìó ñèìâîëó ñëîâà αn ïðèìåíÿåòñÿ ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ ïîäñòàíîâêà ñ ñîîòâåòñòâóþùåé âåðîÿòíîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññ ïîäñòà-íîâîê ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áèíàðíîå ïëîñêîå äåðåâî ñ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé:êàæäîé åãî âåðøèíå ïðèïèñàí 0 èëè 1. Ïðè ýòîì îäíî÷àñòè÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíê-öèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà, àíàëîãè÷íîãî ïðîöåññó �àëüòîíà-Âàòñîíà, íîñ äâóìÿ òèïàìè ÷àñòèö.�àññìîòðèì ïðèìåð ãðàììàòèêè ñ äâóìÿ äîïóñòèìûìè ïåðåõîäàìè
0 → 000, 1 → 101â äèñêðåòíîì âðåìåíè. Ýòî êîíå÷íî íå ñëó÷àéíûé, à äåòåðìèíèðîâàííûé ïðîöåññ. Åñëèíà÷àëüíîå ñëîâî α0 = 1, ÷òî ÷èñëà ñèìâîëîâ â αn ðàâíî 3n, èç íèõ ÷èñëî åäèíèö 2n, òîåñòü N1(n) = 2n. 56



Óïð. 68 Äîêàçàòü, ÷òî ïðåäåëüíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà òî÷å÷íàÿ è ñîñðåäîòî÷åíà íàêîí�èãóðàöèè èç îäíèõ íóëåé.Îäíàêî, ýòî ñëèøêîì ãðóáûé ðåçóëüòàò. Íàçîâåì �ðàêòàëüíîé (èëè êðèòè÷åñêîé) ýêñ-ïîíåíòîé ñëîâà γ (èëè êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè f(γ))
h(γ) = lim

t→∞

log N(γ, t)

log N(t)Ìíîãèå ãðàììàòèêè ìîæíî îòîáðàçèòü íà íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, íàçû-âàåìûå �ðàêòàëàìè. Îòîæäåñòâèì ñëîâî αn ñ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì An åäèíè÷íîãîîòðåçêà, èìåííî ñ îáúåäèíåíèåì èíòåðâàëîâ [k−1
3n , k

3n ] ïî âñåì k òàêèì, ÷òî íà k-òîì ìåñòåñëîâà αn ñòîèò åäèíèöà. Ïåðåñå÷åíèå An - çíàìåíèòîå êàíòîðîâî ìíîæåñòâî, çàìêíóòîå,íèãäå íå ïëîòíîå, ñîâåðøåííîå è èìååò ìåðó íóëåâóþ Ëåáåãà. Ìåðà Ëåáåãà êàíòîðîâàìíîæåñòâà ðàâíà íóëþ, ÷òî ðåçóëüòàòó ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ.Äëÿ �ðàêòàëîâ áîëåå èíòåðåñíû äðóãèå ïîíÿòèÿ ðàçìåðíîñòè. Íàïðèìåð, ðàçìåðíîñòüïîäîáèÿ äëÿ àâòîìîäåëüíûõ ìíîæåñòâ, òî åñòü êàêèå ñîñòàâëåíû èç k ñåáå ïîäîáíûõ,ìàñøòàá êàæäîãî èç êîòîðûõ óìåíüøåí â r = r(k) ðàç, îïðåäåëÿåòñÿ êàê Dauto = − log k

log 1
r

.Òàê äëÿ îòðåçêà ðàçìåðíîñòü ïîäîáèÿ− log k

log 1
k

= 1, äëÿ êâàäðàòà 2, äëÿ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà
log 2
log 3

. Áîëåå îáùåé ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòü Õàóñäîð�à, îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé ìû íå ïðèâîäèì.Óïð. 69 Äîêàçàòü, ÷òî �ðàêòàëüíàÿ ýêñïîíåíòà h(1) = log3 2 è ðàâíà õàóñäîð�îâîéðàçìåðíîñòè êàíòîðîâà ìíîæåñòâà.�àññìîòðèì íåñêîëüêî èçìåíåííóþ ãðàììàòèêó
0 → 000, 1 → 101, 1 → 011ïðè÷åì ïåðâîé ïîäñòàíîâêå ïðèïèñûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü 1, à äâóì ïîñëåäíèì ïîäñòàíîâêàìïðèïèñûâàþòñÿ âåðîÿòíîñòè p, q ñîîòâåòñòâåííî.Óïð. 70 Äîêàçàòü, ÷òî èíâàðèàíòíàÿ ìåðà è �ðàêòàëüíàÿ ýêñïîíåíòà h(1) òàêèå æåêàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå. Êàê íàéòè �ðàêòàëüíóþ ýêñïîíåíòó ñëîâà 11 ?Î ñëó÷àéíûõ ãðàììàòèêàõ ñì. [28℄.Ñëó÷àéíûå òðèàíãóëÿöèè ñ�åðû �àññìîòðèì ãëàäêèå òðèàíãóëÿöèè äâóìåðíîé ñ�å-ðû, òî åñòü ðàçáèåíèå åå íà N òðåóãîëüíèêîâ ñ ãëàäêèìè ðåáðàìè, ïðè÷åì äâà ðåáðà ìîãóòïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî òîëüêî â âåðøèíàõ. Äâå òàêèõ òðèàíãóëÿöèè íàçîâåì èçîìîð�íûìè,åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð�èçì ñ�åðû íà ñåáÿ, ïåðåâîäÿùèé âåðøèíû è ðåáðà îäíîé èçòðèàíãóëÿöèé â âåðøèíû è ðåáðà äðóãîé. Ïóñòü C(N) - ÷èñëî êëàññîâ èçîìîð�èçìîâ òà-êèõ òðèàíãóëÿöèé.Óïð. 71 Äîêàçàòü, ÷òî C(N) êîíå÷íû è áîëåå òîãî, äëÿ íåêîòîðûõ 0 < γ1 < γ2, áóäåò

γN
1 < C(N) < γN

2Óêàçàíèå: îöåíêà ñâåðõó äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî îöåíêå ÷èñëà êëàñòåðîâ â çàäà÷å ïåð-êîëÿöèè.Â äåéñòâèòåëüíîñòè, åñòü ãîðàçäî áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò
C(N) ∼ cN− 7

2 aN , a > 0Åñòü äâà ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâà - íåëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ïðèâîäÿùèå êàëãåáðàè÷åñêèì ïðîèçâîäÿùèì �óíêöèÿì, è ñëó÷àéíûå ìàòðèöû (ñì. íèæå). Ýòî ñâÿçàíîñ äâóìåðíîé êâàíòîâîé ãðàâèòàöèåé, ñì. ïîäðîáíûé îáçîð ýòèõ è áëèçêèõ âîïðîñîâ â [29℄.57



4.1.3 Âçàèìîäåéñòâèÿ è �àçîâûå ïåðåõîäûÎò èäåàëüíîãî ãàçà ìû ïåðåõîäèì ê ñèñòåìàì ñ âçàèìîäåéñòâèåì. Â ðàâíîâåñíûõ ñèñòåìàõñ âçàèìîäåéñòâèåì âåðîÿòíîñòè èëè ïëîòíîñòè êîí�èãóðàöèé ω ïðîïîðöèîíàëüíû
exp(−βE(ω))ãäå E(ω) - ýíåðãèÿ êîí�èãóðàöèè. Â çàâèñèìîñòè îò åå âèäà ìîäåëè ìîãóò áûòü òðåõîñíîâíûõ âèäîâ: êàæäàÿ ÷àñòèöà èëè ñïèí îäèíàêîâî âçàèìîäåéñòâóåò ñ êàæäûì, âçàè-ìîäåéñòâèå ëèøü ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè, èåðàðõè÷åñêàÿ ñèñòåìà âçàèìîäåéñòâèÿ.Ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ Ìîäåëü Êþðè-Âåéñà, ãäå åñòü N ñïèíîâ si = ±1, i =

1, ..., N . Ýíåðãèÿ
EN = − J

N − 1

∑

i

∑

j:j 6=i

sisj = − J

N − 1
S2

N +
J

N − 1
, SN =

N
∑

i=1

siÂ ýòîé ìîäåëè êàæäûé ñïèí âçàèìîäåéñòâóåò ñ êàæäûì îäèíàêîâî, òî åñòü ñïèí xi âçàè-ìîäåéñòâóåò ñî ñðåäíèì ïîëåì 1
N−1

∑

j:j 6=i sj, ñîçäàâàåìûì îñòàëüíûìè ñïèíàìè. Îòñþäàíàçâàíèå. Ìû õîòèì âûðàçèòü âåðîÿòíîñòü êîí�èãóðàöèè {si}

P ({si}) =
exp(−βEN)

ZN
=

exp(
βJS2

N

N−1
)

2N < exp(
βJS2

N

N−1
) >0÷åðåç ñðåäíåå < . >0 ïî ðàñïðåäåëåíèþ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi = ±1 ñ âåðî-ÿòíîñòüþ 1

2
. ßñíî, ÷òî ìàêñèìóì âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî çíà÷åíèåì s âàñèìïòîòèêå ñóìì SN = [sN ], òàê êàê ìàëîå îòêëîíåíèå s±ǫ äàñò ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâà-þùèé ìíîæèòåëü. Àñèìïòîòèêà æå îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé äëÿ áîëüøèõ óêëîíåíèé ñóììíåçàâèñèìûõ âåëè÷èí èç ëåêöèè 4. Îáû÷íî ññûëàþòñÿ íà ïðèíöèï áîëüøèõ óêëîíåíèé èòåîðåìó Âàðàäàíà, íî è çäåñü äîñòàòî÷íî �îðìóëû Ñòèðëèíãà. Ïîäñòàâëÿÿ àñèìïòîòèêóáîëüøèõ óêëîíåíèé èç ëåêöèè 4 è îãðàíè÷èâàÿñü �óíêöèåé ïîä ýêñïîíåíòîé, ìû âèäèì,÷òî ìàêñèìóìîâ ýòîé �óíêöèè êîíå÷íîå ÷èñëî ââèäó åå àíàëèòè÷íîñòè, à îïðåäåëÿþòñÿîíè èãðîé èäåò ìåæäó ýíåðãèåé è ýíòðîïèåé. Äè��åðåíöèðóÿ âûðàæåíèå ïîä ýêñïîíåí-òîé, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (âûêëàäêè ñäåëàåò ÷èòàòåëü, åñëè çàõî÷åò)

s = tanh(2βJs)�ðà�èê ïðàâîé ÷àñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè 2βJ ≤ 1 áóäåò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì s = 0,à ïðè 2βJ > 1 èõ áóäåò äâà, îòëè÷àþùèõñÿ çíàêîì. Âàæíûé ìîìåíò: ïîìèìî îñíîâíîãîýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ äëÿ îáîèõ ìàêñèìóìîâ áóäóò êîíå÷íî è ñòåïåííûå ìíîæè-òåëè, êîòîðûå òîæå ìîæíî âû÷èñëèòü, íî ýòîãî äåëàòü íå íàäî, òàê êàê îíè ðàâíû ââèäó
(±)-ñèììåòðèè.�îâîðÿò, ÷òî ïðè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå T = β−1 = 2J ïðîèñõîäèò �àçîâûé ïåðåõîäîò îäíîé �àçû ê äâóì.Ëîêàëüíûå ìîäåëè (ñòàòèñòè÷åñêàÿ �èçèêà) �àññìîòðèì äâóìåðíóþ ìîäåëü Èçèí-ãà - ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà êîí�èãóðàöèÿõ ω = {σn, n ∈ Λ} â êóáå Λ = [−N, N ]2äâóìåðíîé ðåøåòêè

P ({σn}, β, Λ, {σb}) = Z−1 exp(−βU), U =
∑

|n−n′|=1

σnσn′ + βHb58



ãäå b ∈ ∂Λ, à ãðàíèöà - ìíîæåñòâî âåðøèí ðåøåòêè íà ðàññòîÿíèè 1 îò Λ,
Hb =

∑

|n−b|=1,b/∈Λ

σnσb- ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âíåøíèì îêðóæåíèåì. Ìû ðàññìîòðèì äâà òèïà ãðàíè÷íûõóñëîâèé - êîãäà íà ãðàíèöå âñå ïëþñû èëè âñå ìèíóñû, òî åñòü
Hb,+ =

∑

|n−n′|=1

σn, Hb,− = −
∑

|n−n′|=1

σnñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èâ ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè P±, èìååì òåîðåìó.Theorem 8 Äëÿ ìàëûõ β ïðåäåëû
P±(σ(0,0) = 1, β) = lim

Λ→∞
P±(σ(0,0) = 1, β, Λ)ñóùåñòâóþò è ðàâíû 1

2
(òî åñòü íå çàâèñÿò îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé). Äëÿ áîëüøèõ β ýòèïðåäåëû òàêæå ñóùåñòâóþò, íî íåðàâíû è, áîëåå òîãî, ïðè

lim
β→∞

P+(σ(0,0) = 1, β) = 1, lim
β→∞

P−(σ(0,0) = 1, β) = 0

lim
β→∞

P+(σ00 = −1, β) = 0, lim
β→∞

P−(σ00 = −1, β) = 1�ÿäû äëÿ ìàëûõ β Ôîðìàëüíîå ðàçëîæåíèå äëÿ �óíêöèè ξ îò êîíå÷íîãî ÷èñëà σn

< ξ >=
< ξ exp zU >0

< exp zU >0

=
∞

∑

n=0

zn

n!
< ξ, U ,n >0ñòàíîâèòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì äëÿ ìàëûõ |z|, åñëè U îãðàíè÷åííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.Îíî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñåìèèíâàðèàíòîâ

< ξ >=
∂

∂λ
ln < exp λξ >=

∂

∂λ
ln

< exp(λξ + zU) >0

< exp zU >0
=

∂

∂λ
ln < exp(λξ + zU) >0�àçëàãàÿ ïî z, ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò. Â ïðèìåíåíèè ê ìîäåëè Èçèíãà

< ξ >=
∞

∑

n=0

βn

n!

∑

A1,...,An

< ξ, ΦA1, ..., ΦAn
>0ãäå ñðåäè Ai ïðîáåãàþò ïàðû áëèæàéøèõ ñîñåäåé {n, n′} è ìîãóò áûòü îäèíàêîâûå, a ΦA -ëèáî σnσn′ ëèáî σnσb. Äëÿ êîíå÷íûõ N ýòîò ðÿä êîíå÷íî ñõîäèòñÿ, íî ðàäèóñ ñõîäèìîñòèóáûâàåò ñ ðîñòîì îáúåìà. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü çäåñü - ïîëó÷åíèå îöåíîê ðàâíîìåðíûõ ïîîáúåìó. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî åñëè îáúåäèíåíèå A0∪A1∪ ...∪An íåñâÿçíî,òî ñåìèèíâàðèàíò ðàâåí íóëþ. Ýòî ñëåäóåò èç

∂

∂λ1∂λ2
ln < exp(λ1U1 + λ2U2) >=

∂

∂λ1∂λ2
[ln < exp(λ1U1) > +

+ ln < exp(λ2U2) >] = 0åñëè U1, U2 íåçàâèñèìû.Ñàìûé ñëîæíûé ìîìåíò äîêàçàòåëüñòâà - îöåíêà ñåìèèíâàðèàíòîâ äëÿ ñâÿçíûõ îáú-åäèíåíèé A0 ∪ A1 ∪ ... ∪ An

| < ξ, ΦA1, ..., ΦAn
>0 | < Cnn!Ýòó îöåíêó ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî (íåòðèâèàëüíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à) èëèäîêàçûâàÿ àíàëèòè÷íîñòü ìîìåíòîâ äëÿ ìàëûõ |β| ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Êèðêâóäà-Çàëüöáóðãà,ñì. [27℄. 59



Êîíòóðû äëÿ íèçêèõ òåìïåðàòóð �àññìîòðèì ìîäåëü Èçèíãà â êâàäðàòå Λ = [−N, N ] ⊂
Z2 ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè σb = 1, b ∈ ∂Λ.Theorem 9 Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â íà÷àëå êîîðäèíàò çíà÷åíèå ñïèíà áóäåò ïðîòè-âîïîëîæíî çíà÷åíèÿì ñïèíà íà ãðàíèöå,

PΛ,+(σ(0,0) = −1) < e−8(β−1)Ýòà ñèòóàöèÿ ïðîòèâîïîëîæíà ñèòóàöèè â îäíîìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà. Åñëè òåðìîäè-íàìè÷åñêèé ïðåäåë ñóùåñòâóåò (à ýòî òàê, õîòÿ ìû íå áóäåì ýòîãî äîêàçûâàòü), òî ìûïîëó÷àåì äâà ðàçëè÷íûõ ãèááñîâñêèõ ïîëÿ (äâå �àçû) ñ îäèíàêîâûì âçàèìîäåéñòâèåì.Ââåäåì äâîéñòâåííóþ ðåøåòêó Λ∗, âåðøèíàìè êîòîðîé áóäóò òî÷êè (z1, z2), |zi| < N +1,ñ ïîëóöåëûìè êîîðäèíàòàìè zi. Ñ êàæäîé êîí�èãóðàöèåé σx â Λ ñâÿæåì ïîäãðà� G =
G({σx}) â äâîéñòâåííîé ðåøåòêå, ñîñòîÿùèé èç åå ðåáåð: ðåáðî ïðèíàäëåæèò åìó òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ïî îáå ñòîðîíû îò ðåáðà ñòîÿò ñïèíû ðàçíîãî çíàêà.Óïð. 72 Ïåðåáîðîì äîêàçàòü, ÷òî â êàæäîé âåðøèíå Λ∗ ñõîäèòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî, òîåñòü 0, 2, 4 ðåáåð G. Óñëîâèìñÿ ñêðóãëÿòü íåìíîãî ïðàâûé âåðõíèé è ëåâûé íèæíèé óãëûâ ëþáîé âåðøèíå, ãäå ñõîäèòñÿ 4 ðåáðà. Òîãäà ãðà� G ðàçîáüåòñÿ íà ñâÿçíûå êîìïîíåí-òû Γk - çàìêíóòûå ëîìàíûå áåç ïåðåñå÷åíèé è ñàìîïåðåñå÷åíèé, - êîòîðûå íàçûâàþòñÿêîíòóðàìè.Äîêàçàòü, ÷òî ìåæäó êîí�èãóðàöèÿìè ñïèíîâ è òàêèìè ãðà�àìè G åñòü âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü êîí�èãóðàöèþ ñïèíîâ ïîäàííîìó G. Ýòî äåëàåòñÿ ïî èíäóêöèè, íà÷èíàÿ ñî ñïèíîâ ìåæäó âíåøíèìè êîíòóðàìè(òî åñòü íå ñîäåðæàùèìèñÿ íè â êàêèõ äðóãèõ êîíòóðàõ) è ãðàíèöåé. Òîãäà âçàèìîäåé-ñòâèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â êîíòóðíîì âèäå

U = 2β|γ| − βLãäå γ - íàáîð âñåõ êîíòóðîâ Γ1, ..., Γk â G, |γ| - ÷èñëî ðåáåð â γ, L - ÷èñëî ðåáåð Λ∗, ëåæàùèõïîëíîñòüþ âíóòðè îáëàñòè Λ ∪ ∂Λ.Âåðîÿòíîñòü PΛ,+(Γ) òîãî, ÷òî äàííàÿ çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ Γ ïðèñóòñòâóåò â γ, ìîæåòáûòü îöåíåíà ñâåðõó
PΛ,+(Γ) ≤

∑

γ:Γ∈γ e−2β|γ|
∑

γ e−2β|γ| ≤ e−2β|Γ| ∑′ e−2β|γ|
∑

γ e−2β|γ| ≤ e−2β|Γ|ãäå â Σ′ - ñóììèðîâàíèå ïî âñåì γ, íå ñîäåðæàùèì Γ è íå ñîäåðæàùèì êîíòóðîâ, ïåðåñå-êàþùèõñÿ ñ Γ.×èñëî êîíòóðîâ äëèíû n, âûõîäÿùèõ èç äàííîé âåðøèíû, íå ïðåâîñõîäèò 4.3n, à ÷èñëîêîíòóðîâ äëèíû n, îõâàòûâàþùèõ äàííóþ òî÷êó, íå ïðåâûøàåò 4n3n. Òîãäà èç îöåíêè
PΛ,+(σ(0,0) = −1) ≤

∑

Γ

PΛ,+(Γ)ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì Γ, îõâàòûâàþùèì íà÷àëî êîîðäèíàò, ñëåäóåò òåîðåìà.
60



4.1.4 �åíîðìãðóïïà è ýâêëèäîâû ñëó÷àéíûå ïîëÿ�åíîðìãðóïïà �àññìîòðèì ñíà÷àëà äðóãîé ìåòîä âû÷èñëåíèé â îäíîìåðíîé ìîäåëèÈçèíãà ñ íàèáîëåå îáùèì ñèììåòðè÷íûì âçàèìîäåéñòâèåì áëèæàéøèõ ñîñåäåé
∑

i

[J1σiσi+1 +
J2

2
(σi + σi+1)]Â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âå-ëè÷èí σi. Îñòàâèì òîëüêî ÷åòíûå ñïèíû è îáîçíà÷èì σ

(1)
i = σ2i. Ýòà îïåðàöèÿ ñîîòâåò-ñòâóåò óâåëè÷åíèþ åäèíèöû ìàñøòàáà (ñêåéëèíãó) â äâà ðàçà. Êàê áóäóò ðàñïðåäåëåíûíîâûå âåëè÷èíû σ

(1)
i ? Îòâåò çäåñü î÷åíü ïðîñò - òàêæå êàê è â ìîäåëè Èçèíãà, íî ñ äðóãè-ìè êîíñòàíòàìè âçàèìîäåéñòâèÿ. Ýòî ëåãêî ïîíÿòü, åñëè â êîíå÷íîì îáúåìå ïðè ïîäñ÷åòåñòàòñóììû âçÿòü ñíà÷àëà ñóììó ïî íå÷åòíûì ñïèíàì. Ýòà ñóììà ëåãêî áåðåòñÿ, òàê êàêñâîäèòñÿ ê íåçàâèñèìûì ñóììàì

∑

xi+1=±1

exp([J1σiσi+1 +
J2

2
(σi + σi+1)] + [J1σi+1σi+2 +

J2

2
(σi+1 + σi+2)]) =

= exp([J
(1)
1 σiσi+2 +

J
(1)
2

2
(σi + σi+2)]òàê êàê ñàìàÿ îáùàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ îò äâóõ äâîè÷íûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèäòàêîé âèä, íî ñ äðóãèìè êîý��èöèåíòàìè. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå â ïðîñòðàíñòâå âçàèìî-äåéñòâèé íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ðåíîðìãðóïïû.Óïð. 73 Ïîêàçàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå êîý��èöèåíòîâ èìååò âèä

exp J
(1)
1 = (cosh(2J1 + J2) cosh(2J1 − J2) cosh−2 J2)

1
4

exp J
(1)
2 = exp J2(cosh(2J1 + J2) cosh−1(2J1 − J2))

1
2Ïðîäîëæàÿ ðåêóððåíòíî, áóäåì ïîëó÷àòü âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñïèíàìè íà âñå áîëü-øåì ðàññòîÿíèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîíñòàíòàìè J

(k)
1 , J

(k)
2 . Î÷åâèäíî, ÷òî J

(1)
1 → 0 òàêêàê ìû óæå çíàåì, ÷òî íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè ñïèíû â îäíîìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà ñòà-íîâÿòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ïðåäåë æå J

(k)
2 ñîîòâåòñòâóåò îäíî÷àñòè÷íûì ðàñïðåäåëåíèÿì âíà÷àëüíîé ìîäåëè Èçèíãà.Óæå ïðåîáðàçîâàíèå äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà, åñëè îñòàâèòü ñïèíû ñ ÷åòíîé ñóììîéèíäåêñîâ, äàåò íîâûé âèä âçàèìîäåéñòâèÿ, âêëþ÷àþùèé, ïîìèìî äâóõ÷àñòè÷íûõ âçàèìî-äåéñòâèé, ÷åòûðåõ÷àñòè÷íîå. Äàëåå âçàèìîäåéñòâèå âñå áîëåå óñëîæíÿåòñÿ. Ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü ñåáå íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî âçàèìîäåéñòâèé, â êîòîðîì äåéñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèåðåíîðìãðóïïû. Ïåðâûé âîïðîñ - êàê îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî âçàèìîäåéñòâèé. Ýòî ñäåëàíîâ ðÿäå ñëó÷àåâ, êîãäà ñïèí íà ðåøåòêå ïðèíèìàåò êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé è ãëàâíîå, âîáëàñòè ìàëûõ β. Ñì. îáçîð [32℄ ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ññûëêàìè íà áîëåå ðàííèå ðàáîòû.Âòîðîé âîïðîñ - êàêèå åñòü äðóãèå ìîäåëè, ãäå âû÷èñëåíèÿ ïðîñòû è äàæå ìîæíî âûïè-ñàòü íåïîäâèæíûå òî÷êè. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îäíîìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà, íåïîäâèæíûåòî÷êè - íåçàâèñèìûå ïîëÿ. Äðóãîé êëàññ ñëó÷àéíûõ ïîëåé, ãäå ýòî ëåãêî âûÿñíèòü - ãàóñ-ñîâñêèå îáîáùåííûå ïîëÿ. Â ãàóññîâñêîì ñëó÷àå âìåñòî âçàèìîäåéñòâèÿ áåðåòñÿ îáðàòíûéîïåðàòîð - êîâàðèàöèÿ. 61



Ñêåéëèíãîì ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ξ(x), x ∈ Rd, íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå (èëè ãðóïïàïðåîáðàçîâàíèé)
(Ra(s)ξ)(x) = saξ(sx), s > 0Äëÿ îáîáùåííûõ ïîëåé òî÷íåå ñêàçàòü

(Ra(s)ξ)(f) = ξ(Ra(s)f), (Ra(s))f(x) = sa−df(s−1x)Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïîðîæäàåò àâòîìîð�èçì àëãåáðû âñåõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à äâîé-ñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå R∗ = R∗
a(s) äåéñòâóåò íà ìåðû

< ξ >R∗µ=< R∗ξ >µÍåïîäâèæíûå òî÷êè R íàçûâàþòñÿ àâòîìîäåëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè (ïîëÿìè). Ïîëå íà-çûâàåòñÿ èí�ðàêðàñíî (óëüòðà�èîëåòîâî) àñèìïòîòè÷åñêè ñâîáîäíûì, åñëè åãî ïðåäåëïðè s → ∞ (s → 0) ÿâëÿåòñÿ (àâòîìîäåëüíûì) ãàóññîâñêèì ïîëåì.Óïð. 74 �àóññîâî ïîëå àâòîìîäåëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî êîâàðèàöèÿ èíâà-ðèàíòíà, òî åñòü C(x) = s2aC(sx).Îñíîâíàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ ïîðîäèëà äîâîëüíî ìíîãî ãëóáîêèõ ðàáîò - ïîñòðîåíèå íåãàóñ-ñîâûõ ïîëåé â îêðåñòíîñòè ãàóññîâà àâòîìîäåëüíîãî ïîëÿ, ñì. êëàññè÷åñêèé òðóä �ëèììà-Äæà��å [31℄, âíåñøèõ îñíîâíîé âêëàä â ýòó íàóêó. Ïðè èçó÷åíèè òàêèõ ïîëåé âîçíèêàåòäðóãàÿ ïðîáëåìà - ðàñõîäèìîñòè, î êîòîðûõ ìû çäåñü äàäèì ëèøü ñàìîå íà÷àëüíîå ïðåä-ñòàâëåíèå. Âîîáùå, ýòè ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ïîæàëóé íàèáîëåå ñëîæíûìè, êàê òåõíè÷åñêèòàê è êîíöåïòóàëüíî, èç âñåõ ñóùåñòâóþùèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé. Îäíàêî, òåõíèêàìíîãîìàñøòàáíûõ ðàçëîæåíèé, êîòîðàÿ â íèõ áûëà ðàçâèòà, ïðèìåíÿåòñÿ íå òîëüêî âìíîãî÷èñëåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, òàêèõ êàê ïåðêîëÿöèÿ, áëóæäàíèÿ áåç ñàìîïå-ðåñå÷åíèé, ñëó÷àéíûå îïåðàòîðû Øðåäèíãåðà è ò.ä., íî âõîäèò â ý��åêòèâíûå ÷èñëåííûåàëãîðèòìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñì. [34℄.Ýâêëèäîâû ïîëÿÈäåàëüíûé îàçèñ Ëþáàÿ òåîðèÿ äîëæíà èìåòü èäåàëüíûé ïðèìåð (èëè êàê ãîâî-ðÿò, ìîäåëü), ãäå íåò îñîáûõ ñëîæíîñòåé è âñå ìîæíî ñäåëàòü äî êîíöà. Òàêîé ìîäåëüþ âýâêëèäîâîé òåîðèè ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ãèááñîâñêàÿ ïåðåñòðîéêà ïðîöåññà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà
ξ(t), îïðåäåëÿåìîãî ãàóññîâîé ìåðîé µ0 (â �èçè÷åñêèõ òåðìèíàõ ýòà ìîäåëü ñîîòâåòñòâó-åò êâàíòîâîìó íåëèíåéíîìó ãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿòîðó). Èíà÷å ãîâîðÿ ýòî ìåðà µN ,àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ îòíîñèòåëüíî µ0 ñ ïëîòíîñòüþ

dµN

dµ0

= Z−1
N exp(−βUN), UN =

∫ N

−N

ξ4(t)dtÒàê êàê ξ(t) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé, òî èíòåãðàë ìîæíî ïîíèìàòüêàê ïðåäåë ïî âåðîÿòíîñòè êîíå÷íûõ ñóìì. Íî ìîæíî ïîíèìàòü åãî è â îáû÷íîì ñìûñëå,òàê êàê ïðîöåññ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà èìååò íåïðåðûâíûå òðàåêòîðèè. Ââèäó îãðàíè÷åí-íîñòè U ñíèçó, ìåðà µN òðèâèàëüíûì îáðàçîì ñóùåñòâóåò. Ýòèì è çàâåðøàåòñÿ ïîñòðîåíèåïîëÿ â êîíå÷íîì îáúåìå. Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à - èçó÷åíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëüíî-ãî ïåðåõîäà: ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè N → ∞ ñóùåñòâóåò ïðåäåëû âñåõ êîíå÷íîìåðíûõðàñïðåäåëåíèé
µN{ω : ξ(t1) < x1, ..., ξ(tk) < xk}62



êîòîðûå îïðåäåëÿåò ìåðó µ â áåñêîíå÷íîì îáúåìå. Áîëåå òîãî, ýòîò ïðåäåë îïðåäåëÿåòìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì óáûâàíèåì êîððåëÿöèé. Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëü-çóåò òðàíñ�åð-ìàòðèöó è î÷åíü áëèçêî ê ñîîòâåòñòâóþùèì ðàññóæäåíèÿì ëåêöèè ðàçäåëà2 îá îäíîìåðíûõ ãèááñîâñêèõ ïîëÿõ.Öåëü òåîðèè Öåëüþ ýâêëèäîâîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå è èçó-÷åíèå àíàëîãè÷íûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé â Rd. Ïðè ýòîì èíòåðåñ (äèêòóåìûé �èçèêîé, íà÷åì ìû çäåñü íå ìîæåì îñòàíàâëèâàòüñÿ) ïðåäñòàâëÿþò òîëüêî òå ïîëÿ, ó êîòîðûõ U =
∫

Λ
Φ(ξ(x))dx, à ãàóññîâî ïîëå çàäàåòñÿ êîâàðèàöèåé

Ĉ(k) =
1

m2 + k2
(24)Ýòî îïðåäåëÿåòñÿ ïðèíöèïîì ìàêñèìàëüíîé ëîêàëüíîñòè ïîëÿ - âçàèìîäåéñòâèå ïîëÿ ññàìèì ñîáîé, çàäàâàåìîå �óíêöèåé Φ, ìîæåò áûòü ëèøü â îäíîé òî÷êå, à âçàèìîäåé-ñòâèå, ñâÿçûâàþùåå ðàçíûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, äîëæíî îïðåäåëÿòüñÿ òîëüêî ãàóññîâîéêîâàðèàöèåé, è áûòü òàêæå ìàêñèìàëüíî ëîêàëüíûì. Íà ðåøåòêå ýòî ñîîòâåòñòâîâàëî áûâçàèìîäåéñòâèþ áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Íàäî ñêàçàòü, ÷òî öåëü íå äîñòèãíóòà â �èçè÷åñêîìñëó÷àå d = 4 (4 ýòî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè).Òðóäíîñòè âîçíèêàþò óæå ïðè ïîñòðîåíèè ïîëÿ â êîíå÷íîì îáúåìå, íàïðèìåð âåäèíè÷íîì êóáå Λ. Ïðè d > 1 ãàóññîâî ïîëå ñ êîâàðèàöèåé (24) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì è�óíêöèè òèïà Φ(ξ(x)) îò íåãî íå ñóùåñòâóþò.Óïð. 75 Äîêàçàòü, ÷òî ïðè x → 0

C(x) ∼ { C ln |x|, d = 2
C

|x|d−2 , d > 2Ïîýòîìó ñíà÷àëà îáîáùåííîå ãàóññîâî ïîëå ïðèáëèæàåòñÿ îáû÷íûì. Îäèí èç ñïîñîáîâ- êîâàðèàöèþ Ĉ(k) èçìåíèòü íà Ĉκ(k) = Ĉ(k)χ[0,κ)(|k|), ãäå κ íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì (óëü-òðà�èîëåòîâîãî) óðåçàíèÿ. Òîãäà ïðè κ → ∞ (êàê ãîâîðÿò, ïðè ñíÿòèè óðåçàíèÿ) êîíå÷íî
χ[0,κ)(|k|) → 1, íî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà U =

∫

Λ
Φ(ξ(x))dx èìååò ïðå-äåë ïî âåðîÿòíîñòè, à òàêæå ÷òî ïðåäåë áóäåò îãðàíè÷åí ñíèçó. Òîãäà è ñëó÷àéíîå ïîëå ñïëîòíîñòüþ

dµΛ,κ

dµ0,κ

= Z−1
κ exp(−βU), Zκ =< exp(−βU) >0,κîòíîñèòåëüíî ãàóññîâîé ìåðû µ0,κ, áóäåò èìåòü ïðåäåë. Îäíàêî, òàêàÿ ïðîñòàÿ ñèòóàöèÿèìååò ìåñòî òîëüêî â ðàçìåðíîñòè d = 2. Ñàìûé ïðîñòîé - âèêîâñêàÿ ýêñïîíåíòà

Φ(ξ) =: exp aξ :=
exp aξ

< exp aξ >Åå îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó î÷åâèäíà, äà è äèñïåðñèÿ ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ
< U2 >=

∫

exp(a2C(x − y))dxdyè ïðè ñíÿòèè óðåçàíèÿ ñóùåñòâóåò ïðè d = 2 è a2 < 4π. Îäíàêî, â âàæíûõ äëÿ �èçèêèñëó÷àÿõ (êîãäà Φ ìíîãî÷ëåí è ðàçìåðíîñòü d > 2) ýòîò ïðèåì íå ðàáîòàåò.63



Äèàãðàììû è èíòåãðàëüíûå �óíêöèè îò îáîáùåííûõ ãàóññîâûõ ïîëåé ×òî-áû ëó÷øå ïîíÿòü ïðåïÿòñòâèÿ ê ñóùåñòâîâàíèþ ïðåäåëîâ ïðè ñíÿòèè óðåçàíèÿ, åñòåñòâåí-íî íà÷àòü ñ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû U , êîòîðûå äëÿ Φ = ξm ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäåëèíåéíîé êîìáèíàöèè äèàãðàìì
< Un >κ=

∫

< Φ(x1)...Φ(xn) >κ dx1...dxn =
∑

G

∫

IG(x1, ..., xn)dx1...dxn (25)
IG(x1, ..., xn) =

∏

Cκ(xi − xj) (26)ãäå G ïðîáåãàåò âñå äèàãðàììû, òî åñòü ðàçáèåíèÿ íàáîðà (ξ1, ..., ξ1, ξ2, ..., ξn) èç mn âåëè÷èííà ïàðû < ξi, ξj >κ. Îäíàêî, ñðåäè ýòèõ ïàð áóäóò ïàðû ñ i = j (íàçûâàåìûå ïåòëÿìè), äëÿêîòîðûõ Cκ(xi −xj) → ∞. Îò ýòîé íåïðèÿòíîñòè ìîæíî èçáàâèòüñÿ, åñëè âìåñòî ξm âçÿòüâèêîâñêèé ìîíîì, êîòîðûé íàïðèìåð äëÿ m = 4 ðàâåí : ξ4 := ξ4 − 6 < ξ2 > ξ2 + 3 < ξ2 >2.Óäîáíî èçîáðàæàòü âèêîâñêèé ìîíîì âåðøèíîé ñ m îòðîñòêàìè. Òîãäà äèàãðàììà áóäåòãðà�îì ñ n âåðøèíàìè è 2n ðåáðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè âñåâîçìîæíûì ñïàðèâàíèÿì mnîòðîñòêîâ, ñ çàïðåùåíèåì ñïàðèâàòü äðóã ñ äðóãîì îòðîñòêè îäíîé âåðøèíû.Óïð. 76 Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà â (26) áóäåò ïî âñåì äèàãðàììàì áåç ïåòåëü, òî åñòü íåáóäåò ìíîæèòåëåé C(0). Âûâåñòè îòñþäà ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà (25) â ðàçìåðíîñòè
d = 2.Õîòÿ îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó ïðè ñíÿòèè óðåçàíèÿ òåðÿåòñÿ, òåì íå ìåíåå, êàê ìîæíîïîêàçàòü, â ðàçìåðíîñòè 2 ñòàòñóììà îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, è ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå âðàçìåðíîñòè 2 ñóùåñòâóåò. Â ðàçìåðíîñòÿõ d ≥ 3 ïðîáëåìà óñóãóáëÿåòñÿ.�àñõîäèìîñòè Mîìåíòû è ñåìèèíâàðèàíòû U âõîäÿò â �îðìàëüíûå ðÿäû ïî β äëÿñâîáîäíîé ýíåðãèè è äðóãèõ ðàñïðåäåëåíèé ýâêëèäîâà ïîëÿ. Íàïðèìåð,

ln < exp(−βU) >=

∞
∑

n=0

< U, ..., U >
(−β)n

n!
=

∞
∑

n=0

(−β)n

n!

∑

G

IGÓïð. 77 Äîêàçàòü, ÷òî â ñåìèèíâàðèàíòàõ âñòðå÷àþòñÿ ëèøü ñâÿçíûå äèàãðàììû.Åñëè â ðàçìåðíîñòè 2 ïðîáëåìà ñõîäèìîñòè ìîìåíòîâ áûëà ðåøåíà óñòðàíåíèåì ïå-òåëü, òî â îáùåì ñëó÷àå íà âîïðîñ, êàêèå äèàãðàììû ðàñõîäÿòñÿ, îòâå÷àåò òåîðåìà ñ÷åòàñòåïåíåé. Ïóñòü G - ñâÿçíàÿ äèàãðàììà (áåç îòðîñòêîâ), V, |V | = n, - ìíîæåñòâî åå âåðøèí;
L - ìíîæåñòâî åå ðåáåð. Äëÿ ëþáîãî V ′ ⊂ V îáîçíà÷èì L(V ′) ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ ðåáåð,òî åñòü èìåþùèõ îáà êîíöà â V ′, b = b(L′) - ÷èñëî âíåøíèõ ðåáåð, òî åñòü èìåþùèõ îäèíêîíåö â V ′. Ïóñòü

C(x) ∼ C

|x|d−αTheorem 10 Òîãäà äèàãðàììà êîíå÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ V ′

ω(V ′) = −α|L(V ′)| + d(|L(V ′)| − |V ′| + 1) < 0
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Ýòà òåîðåìà - êëàññèêà êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, íî äîêàçàòåëüñòâî åå ãðîìîçäêî, äîêàçà-òåëüñòâî íà âåðîÿòíîñòíîì ÿçûêå ñì. â [33, 32℄.Äèàãðàììû ñ b = 0 íàçûâàþòñÿ âàêóóìíûìè, ñ b = 2 - ìàññîâûìè. Â ìîäåëè : ξm :2âñå äèàãðàììû êîíå÷íû. Ìîäåëè, ãäå ëèøü äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà äèàãðàìì ω(V ′) < 0,íàçûâàåòñÿ ñâåðõïåðåíîðìèðóåìîé. Ïðèìåðîì ìîæåò áûòü : ξ4 :3, ãäå ýòî ìîæåò áûòü äëÿäâóõ âàêóóìíûõ äèàãðàìì ñ |V | = 2, 3 è äëÿ îäíîé ìàññîâîé ñ |V | = b = 2. Åñëè ω(V ′) < 0ìîæåò áûòü ëèøü äëÿ b, ìåíüøèõ íåêîòîðîãî b0, òî òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ ïåðåíîðìèðóåìîé,ïðèìåðîì ìîãóò áûòü : ξ6 :3, : ξ4 :4. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ íåïåðåíîðìè-ðóåìîé, êàê íàïðèìåð : ξ8 :3, : ξ6 :4.Â òåîðèè �îðìàëüíûõ ïåðåíîðìèðîâîê èçó÷àåòñÿ êàê èçìåíèòü âçàèìîäåéñòâèå, ÷òîáûâñå ÷ëåíû ðÿäà ñòàëè êîíå÷íûìè. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð - ìîäåëüíàÿ òåîðèÿ ñ êîâàðèàöèåé
Ĉ(k) =

1

(m2 + k2)2ãäå d = 4, 1
3

< ǫ ≤ 1
2
è m = 4. Â íåé ðàñõîäèòñÿ îäíà âàêóóìíàÿ äèàãðàììà ñ äâóìÿâåðøèíàìè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ < U2 >. Òîãäà äëÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàòñóììû íàäî èçìåíèòü(ïåðåíîðìèðîâàòü) âçàèìîäåéñòâèå íà çàâèñÿùóþ îò κ êîíñòàíòó

−βU =⇒ −βU − β2EN , EN =
4!

2

∫

C4(x − y)dxdyÌíîãîìàñøòàáíûå ðàçëîæåíèÿ Òàê íàçûâàåòñÿ îáëàñòü, îáúåäèíÿþùàÿ òåõíèêóðåíîðìãðóïïû è êëàñòåðíûõ ðàçëîæåíèé, î êîòîðûõ ìû ãîâîðèëè âûøå. Â ïðèìåíåíèèê ýâêëèäîâûì ïîëÿì ê íèì äîáàâëÿþòñÿ åùå �îðìàëüíûå ïåðåíîðìèðîâêè. Çà óìåðåííîïðîñòûì ââåäåíèåì â ïðåäìåò îòñûëàåì îïÿòü ê [33, 32℄ è ê ìíîãî÷èñëåííûì ññûëêàì òàì.Ñïåêòð è êîìáèíàòîðèêà ñëó÷àéíûõ ìàòðèö Ìîäåëü ñëó÷àéíûõ ìàòðèö çàäàåòñÿâåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì µ íà ìíîæåñòâå ñàìîñîïðÿæåííûõ n× n-ìàòðèö φ = (φij)ñ ïëîòíîñòüþ
dµ

dν
= Z−1 exp(−n(tr(

φ2

2
) − tr(V ))) (27)ãäå V =

∑

akφ
k - ïîëèíîì îò φ, îãðàíè÷åííûé ñíèçó, ν - ìåðà Ëåáåãà íà âåùåñòâåííîì n2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ (φii,ℜφij,ℑφij, i < j). Ìîæíî ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïåðåïèñàòüâ âèäå ïëîòíîñòè

dµ

dµ0

= Z−1
0 exp(−tr(V ))ïî ãàóññîâîé ìåðå µ0, òî åñòü êîãäà V = 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîâàðèàöèè ìåðû µ0 ðàâíû

〈φij , φ
∗
kl〉 = 〈φij , φlk〉 = hδikδjl. Äëÿ ñàìîãî ñóùåñòâîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ íåîáõîäè-ìî, ÷òîáû ñòàðøèé êîý��èöèåíò ap ïîëèíîìà V áûë ïîëîæèòåëüíûì, à p áûëî ÷åòíûì.Èçó÷åíèå ñïåêòðà íà÷àëîñü ñ ãàóññîâñêîãî ñëó÷àÿ. Ïåðâîå âàæíîå íàáëþäåíèå ñîñòîèòâ òîì, ÷òî ýòî ðàñïðåäåëåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî óíèòàðíîé ãðóïïû, ïîýòîìó îíîìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíî ïðîèçâåäåíèåì èíâàðèàíòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà óíèòàðíîéãðóïïå, òî åñòü ìåðû Õààðà, íà ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïîñëåäíåå, ïîñëåçàìåíû ïåðåìåííûõ, èìååò òèïè÷íûé äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè ÷àñòèö âèä

pn(λ1, ..., λn) = Z−1
n exp(−n

n
∑

i=1

λ2
i

2
)[
∏

i<j

(λi − λj)]
2 (28)65



Îòñþäà ìîæíî âûâåñòè, ÷òî ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Nn(a, b), ëåæàùèõ â èíòåðâàëå
(a, b) ⊂ R àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíî

Nn(a, b) ∼ n

∫ b

a

p(x)dxãäå p(x) = 1
2π

√
4 − x2 ïðè |x| ≤ 2 è íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äîêàçàòåëüñòâî - ðàçëîæå-íèåì (28) ïî îðòîãîíàëüíûì ïî ìåðå e−

x2

2 , òî åñòü ïî ïîëèíîìàì ×åáûøåâà-Ýðìèòà, ñì[39, 40℄.Ñâÿçü ìåæäó ñëó÷àéíûìè ìàòðèöàìè è ïåðå÷èñëåíèåì äâóìåðíûõ êîìïëåêñîâ äàåòñÿ�îðìàëüíûì ðÿäîì ïî ñåìèèíâàðèàíòàì èëè ïî äèàãðàììàì
log Z0 =

∞
∑

n=1

(−1)n

n!
< tr(V ), ..., tr(V ) >=

∞
∑

n=1

(−1)n

n!

∑

Dn

I(Dn)ãäå ∑

Dn
- ñóììà ïî âñåì ñâÿçíûì äèàãðàììàì ñ n âåðøèíàìè è L ðåáðàìè. Ïóñòü, íàïðè-ìåð, V = a4φ

4. Ìû ïîÿñíèì òîëüêî ñâÿçü ìåæäó ÷ëåíîì, ñîîòâåòñòâóþùèì Dn è íåêîòî-ðûì äâóìåðíûì êîìïëåêñîì. Êàæäàÿ äèàãðàììà èìååò çàíóìåðîâàííûå âåðøèíû 1, ..., n,
L = 2n ðåáåð, êàæäàÿ âåðøèíà èìååò îòðîñòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæèòåëÿì ïðîèç-âåäåíèÿ φijφjkφklφli. Îòðîñòîê, íàïðèìåð ñîîòâåòñòâóþùèé φij, ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàêäâóñòîðîííþþ äâóìåðíóþ ïîëîñêó, ñòîðîíû êîòîðîé èìåþò ìàòðè÷íûå èíäåêñû i è j ñîîò-âåòñòâåííî. Äîãîâîðèìñÿ, ÷òî ñïàðèâàíèå îòðîñòêîâ-ïîëîñîê äåëàåòñÿ òàê, ÷òî ñïàðåííûåñòîðîíû èìåþò îäèíàêîâûå èíäåêñû. Òàê êàê èíäåêñ âñòðå÷àåòñÿ äâàæäû â êàæäîé âåð-øèíå, òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé ñòîðîíû ñ èíäåêñîì i, åñòü åäèíñòâåííûé ñâÿçíûé ïóòü âäèàãðàììå ïî ðåáðàì ñ èíäåêñîì i. Ýòè ïóòè çàìêíóòû è íàçûâàþòñÿ èíäåêñíûìè ïåòëÿ-ìè.Ïóñòü íàïðèìåð, n = 2 è âñå èíäåêñû i, j, k, l ðàçëè÷íû. Òîãäà êàæäàÿ èíäåêñíàÿ ïåòëÿèìååò äâà ðåáðà è áóäåò 4 äâóìåðíûõ êëåòêè, ãðàíèöà êàæäîé ñîñòîèò èç äâóõ âåðøèí èäâóõ ðåáåð. Ïîýòîìó ïîëó÷èì êîìïëåêñ ãîìåîìîð�íûé ñ�åðå. Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ êàæäî-ãî ãðà�à D ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíîå êëåòî÷íîå âëîæåíèå f(D) ýòîãî ãðà�à â êîìïàêòíóþîðèåíòèðóåìóþ ïîâåðõíîñòü Sρ ðîäà ρ. Êëåòî÷íîñòü âëîæåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ èí-äåêñíàÿ ïåòëÿ îãðàíè÷èâàåò îòêðûòóþ îáëàñòü ïîâåðõíîñòè Sρ, ãîìåîìîð�íóþ äèñêó, àìèíèìàëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî íåò ìåíüøèõ ρ ñ òàêèì æå ñâîéñòâîì. Ýòà êàðòà èìååò kâåðøèí, 2k ðåáåð è N äâóìåðíûõ êëåòîê, òîãäà ïî �îðìóëå Ýéëåðà k = N + 2ρ − 2.Ïîñòåïåííîå äåòàëüíîå ââåäåíèå â ïðåäìåò ñì. [35℄, à íàñòîÿùàÿ âàêõàíàëèÿ êîìáèíà-òîðèêè è àëãåáðû íà÷èíàåòñÿ â ðàáîòàõ áëèæå ê �èçèêå [36, 37℄.4.2 Íåðàâíîâåñíûå ïðîöåññû4.2.1 Ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íî÷àñòè÷íîé äèíàìèêèÎñíîâûâàåòñÿ íà òàê íàçûâàåìîé êàðòèíå êëàñòåðíîé äèíàìèêè: ñóùåñòâóåò t0 > 0,÷òî áåñêîíå÷íî ìíîæåñòâî ÷àñòèö ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íûå ãðóïïû (êëàñòåðû), êîòîðûåíà ìàëîì èíòåðâàëå âðåìåíè [0, t] äâèæóòñÿ êàê êîíå÷íûå ñèñòåìû, íå èñïûòûâàÿ (èëè ïî-÷òè íå èñïûòûâàÿ) âëèÿíèÿ äðóãèõ êëàñòåðîâ. Ïðîùå âñåãî ýòî ïîêàçûâàåòñÿ íà ïðîöåññàõñ ëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûìâðåìåíåì â êóáå Λ = [−N, N ]d, òî åñòü ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé {1, 0}Λ. Ïóñòü çàäàíà ïîëî-æèòåëüíàÿ �óíêöèÿ λ(ξ, η) íà {0, 1}A0×A0 , ãäå ξ, η - êîí�èãóðàöèè íà êóáå A0 = [−D, D]d.66



Îíà îïðåäåëÿåò êîíå÷íóþ öåïü Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì íà {0, 1}A0. Àíàëîãè÷-íûé, ñ òîé æå èëè äðóãîé �óíêöèåé λA(ξ, η), ïðîöåññ ìîæíî îïðåäåëèòü íà ïðîèçâîëüíîìêóáå A, êîíãðóýíòíîì A0. Îáîçíà÷èì ãåíåðàòîðû ýòèõ öåïåé VA.�àññìîòðèì òåïåðü ìàðêîâñêóþ ïîëóãðóïïó exp HΛt íà {0, 1}Λ ñ ãåíåðàòîðîì
HΛ =

∑

A⊂Λ

VAÏðè ýòîì íåÿâíî ìàòðèöà VA ïîíèìàåòñÿ òåïåðü êàê òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå VA ⊗ 1Λ\A.Ôèêñèðóåì òåïåðü ìíîæåñòâî B ⊂ Λ, ïðîèçâîëüíîå öèëèíäðè÷åñêîå ìíîæåñòâî íà C(B)è çàìåòèì, ÷òî åñëè B ∩A = ∅, òî äëÿ ëþáîé ìåðû µ ìåðà VAµ(C(B)) = 0, òî åñòü ëþáîéïåðåõîä âíå B íå ìåíÿåò ñïèíîâ íà B. Ïîýòîìó â ðàçëîæåíèè
C(B) exp HΛt = exp

∑

A⊂Λ

VAt =
∞

∑

n=0

tn

n!

∑

A1,...,An

VA1 ...VAn
(29)âêëàä â èçìåíåíèå ñïèíà â òî÷êàõ B äàäóò ëèøü òå ÷ëåíû ñóììû, ãäå

x ∈ A1, A1 ∩ A2 6= ∅, ..., (A1 ∪ ... ∪ An−1) ∩ An 6= ∅Ìîæíî äîêàçàòü (ïðîñòàÿ êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à), ÷òî, ðàâíîìåðíî ïî Λ, ÷èñëî òàêèõ ÷ëå-íîâ íå ïðåâîñõîäèò Cnn! äëÿ íåêîòîðîãî C > 0, çàâèñÿùåãî îò ðàçìåðíîñòè è ìàêñèìóìàäèàìåòðîâ A, êîòîðûé ìû ïðåäïîëîæèì êîíå÷íûì. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t > 0ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî Λ.Ïîýòîìó îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå ìåð, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì U t, t ≤ t0. Ââèäó êîì-ïàêòíîñòè {0, 1}Zd äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ïðåîáðàçîâàíèå ìåð îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì
t = nt0 + t′,t'<t_0

U t = (U t0)nU t′Óïð. 78 Äëÿ d = 1, óëó÷øèâ êîìáèíàòîðíóþ îöåíêó, äîêàçàòü, ÷òî ðÿä (29) ñõîäèòñÿäëÿ âñåõ t.4.2.2 ßâíûå ðåøåíèÿÍåçàâèñèìûå ÷àñòèöû íà ðåøåòêå Íà ýòîé ñèñòåìå ïîêàæåì î÷åíü ïðîñòîé ïðèåìäëÿ íàõîæäåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìåð.Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò t îïèñûâàåòñÿ ÷èñëîì ni(t) ÷àñòèö â êàæäîé òî÷êå i ðå-øåòêè Z èëè ëþáîãî åå èíòåðâàëà. Âñå ÷àñòèöû îäèíàêîâû è êàæäàÿ ñîâåðøàåò áëóæäàíèåñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì íåçàâèñèìî îò äðóãèõ, ñîâåðøàÿ ñêà÷êè i → i + 1 è i + 1 → i ñâåðîÿòíîñòÿìè µdt çà âðåìÿ dt.Ïóàññîíîâñêàÿ ìåðà îïðåäåëÿåòñÿ òàê: âñå ni íåçàâèñèìû è èìåþò ïóàññîíîâñêîå ðàñ-ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ

π(k) = P (ni = k) =
λk

k!
e−λkÄîêàæåì, ÷òî îíà èíâàðèàíòíà. Äëÿ äâóõ òî÷åê 0, 1 ýòî òðèâèàëüíàÿ ïðîâåðêà. ïèøåìóðàâíåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé π(k, m) = P (n0 = k, n1 = m). Íàïðèìåð äëÿ

k, m > 0

π(k, m)µ(k + m) = π(k − 1, m + 1)µ(m + 1) + π(k + 1, m − 1)µ(k + 1)67



èëè
k + m

k!m!
=

m + 1

(k − 1)!(m + 1)!
+

k + 1

(k + 1)!(m − 1)!Äàëåå èñïîëüçóåì ïðîñòóþ ëåììó: ïóñòü íà îäíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé S = {s} çàäàíûíåñêîëüêî öåïåé Ìàðêîâà Mi ñ ïåðåõîäíûìè èíòåíñèâíîñòÿìè λ
(i)
ss′. Ïóñòü ÊÀÆÄÀß èçíèõ èìååò îäíó è òó æå èíâàðèàíòíóþ ìåðó π. Òîãäà è öåïü ñ ïåðåõîäíûìè èíòåíñèâíî-ñòÿìè

λss′ =
∑

α

λ
(i)
ss′èìååò òó æå èíâàðèàíòíóþ ìåðó. Ýòî ñëåäóåò èç ñëîæåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ ñòàöèîíàðíûõâåðîÿòíîñòåé

0 =
∑

s′

(πs′λs′s − πsλss′)Â íàøåì ñëó÷àå íàäî âçÿòü â êà÷åñòâå öåïåé Mi íàøó öåïü, íî èñêëþ÷èòü âñå ïåðåõîäûêðîìå i → i + 1 è i + 1 → i.Âçàèìîäåéñòâóþùèå ÷àñòèöû ñ çàïðåòàìè (ex
lusion pro
ess) Ìíîæåñòâî ñîñòî-ÿíèé {0, 1}N = {(x1, ..., xN ), xi = 0, 1}. Ìû èíòåðïðåòèðóåì 1 êàê ÷àñòèöó â ñîîòâåòñòâóþ-ùåé òî÷êå, à 0 êàê ïóñòîå ìåñòî (äûðêó). Ïåðåõîäû: çà âðåìÿ dt äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, ..., N−1

(x1, ..., xi−1, xi, xi+1, xi+2, ..., xN) → (x1, ..., xi−1, xi+1, xi, xi+2, ..., xN)ñ âåðîÿòíîñòüþ λdt. Òî åñòü ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè ÷àñòèöà è äûðêà íà ìåñòàõ i, i+1, à îñòàëü-íûå îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ. Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå - ëþáàÿ ÷àñòèöà ïðûãàåò â ëþ-áóþ èç äâóõ ñîñåäíèõ òî÷åê ñ âåðîÿòíîñòüþ λdt, åñëè â íåé íåò ÷àñòèöû. Îòñþäà íàçâàíèå- ïðîöåññ ñ çàïðåòàìè.Â íåðàâíîâåñíîé äèíàìèêå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ÷àñòèö ÷àñòî ïîëüçóþòñÿ êîððåëÿöèîí-íûìè óðàâíåíèÿìè (ÁÁ�ÊÈ-èåðàðõèåé), òî åñòü óðàâíåíèÿìè äëÿ êîððåëÿöèîííûõ �óíê-öèé (êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé). Ââåäåì îäíî÷àñòè÷íûå è äâóõ÷àñòè÷íûå êîððåëÿ-öèîííûå �óíêöèè, íàïðèìåð,
pt(i; 1) = P (xi(i) = 1), pt(i, i + 1; 10) = P (xi(i) = 1, xi+1(i) = 0)Òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî o(dt) äëÿ 0 < i < N èìååì

pt+dt(i; 1) = pt(i − 1, i, i + 1; 111) + (pt(i − 1, i, i + 1; 011) + pt(i − 1, i, i + 1; 110))(1 − λdt)+

+pt(i − 1, i, i + 1; 010)(1 − 2λdt)+

+(pt(i − 1, i, i + 1; 100) + pt(i − 1, i, i + 1; 001))λdt + pt(i − 1, i, i + 1; 111)2λdtÌû âèäèì, ÷òî îäíî÷àñòè÷íûå �óíêöèè, âîîáùå ãîâîðÿ, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äâóõ÷àñòè÷-íûå. Íî èíîãäà óäàåòñÿ ïîëó÷èòü çàìêíóòûå êîððåëÿöèîííûå óðàâíåíèÿ. Òàê, âíàøåì ñëó÷àå, îáúåäèíÿÿ ïåðâûå ÷åòûðå ÷ëåíà ïðàâîé ÷àñòè è îñòàëüíûå ïî äâà, èìååì
pt+dt(i; 1) − pt(i; 1) = λdt[−pt(i − 1, i; 01) − pt(i, i + 1; 10) + pt(i − 1, i; 10) + pt(i, i + 1; 01)] =

= λdt[pt(i − 1; 1) − 2pt(i; 1) + pt(i + 1; 1)] (30)Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïåðâàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ äëÿ íàøåãî ïðîöåññà ñ íà÷àëüíûìóñëîâèåì p0(i; 1) ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì ÎÄÍÎÉ ÷àñòèöû, ñîâåðøàþùåé ñèììåòðè-÷åñêîå áëóæäàíèå íà îòðåçêå [1, N ] ñî ñêà÷êàìè íàëåâî è íàïðàâî ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ.68



Ïîñëåäíèé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì ïðîöåññîì. Ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî èçó-÷èòü äèíàìèêó êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé.Ââåäåì äîïîëíèòåëüíî äâå ãðàíè÷íûå òî÷êè i = 0 è i = N + 1 è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿäëÿ âñåõ t
pt(0; 0) = 1, pt(N + 1; 0) = 1Òîãäà â òî÷êàõ i = 1 è i = N èìååì

pt+dt(1; 1) − pt(1; 1) = λdt[−2pt(1; 1) + pt(2; 1)]

pt+dt(N ; 1) − pt(N ; 1) = λdt[pt(N − 1; 1) − 2pt(N ; 1)]Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
∆p = 0Åãî îáùåå ðåøåíèå âíóòðè èíòåðâàëà èìååò âèä
C0 + C1iÈç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîëó÷èì îáå êîíñòàíòû. Íàïðèìåð, äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

pt(0; 0) = 1, pt(N + 1; 1) = 1ïîëó÷èì
p(i; 1) =

i

N + 1Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ñëó÷àå ïóñòûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé áåç òî÷åê 0, N èíâàðèàíòíîéìåðîé áóäåò áåðíóëëèåâñêàÿ ìåðà. Â ïîñëåäíåì æå ñëó÷àå íàîáîðîò, èíâàðèàíòíàÿ ìåðàíåòðèâèàëüíà è íå áóäåò áåðíóëëèåâñêîé.Íàõîæäåíèå â ÿâíîì âèäå ïîñëåäíåé âîçìîæíî ñ ïîìîùüþ äîâîëüíî ñëîæíîãî àëãåá-ðàè÷åñêîãî ìåòîäà, ñì. îáçîð [44℄.4.2.3 Ïðèáëèæåíèå ÁîëüöìàíàÍåçàâèñèìûå ÷àñòèöû Êàê è â èäåàëüíîì ãàçå, ÷àñòèöà îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé (x, v)�à-çîâîãî ïðîñòðàíñòâà {(x, v)} ∈ Rd×Rd, ãäå x - âåêòîð êîîðäèíàòû, v - ñêîðîñòü ÷àñòèöû. Âáåñêîíå÷íîì îáúåìå ñèñòåìà òî÷å÷íûõ ÷àñòèö çàäàåòñÿ ìåðîé íà âñåõ ëîêàëüíî êîíå÷íûõ(òî åñòü êîíå÷íûõ íà êàæäîì îãðàíè÷åííîì ïîäìíîæåñòâå) ïîäìíîæåñòâàõ. Äëÿ çàäàí-íîé ìåðû µ îáîçíà÷èì n(A) - ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â îãðàíè÷åííîì îáúåìå A �àçîâîãîïðîñòðàíñòâà. Åñëè ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f(x, v) òàêàÿ ÷òî
n(A) =

∫

A

f(x, v)dxdvòî f íàçûâàåòñÿ îäíî÷àñòè÷íîé (êîððåëÿöèîííîé) �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ µ.Ïóñòü â áåñêîíå÷íîì îáúåìå â ìîìåíò t = 0 çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå µ ñ îäíî÷àñòè÷íîéêîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé f(0, x, v). Íàñ èíòåðåñóåò êàê áóäåò ìåíÿòüñÿ ýòà êîððåëÿöèîí-íàÿ �óíêöèÿ ñî âðåìåíåì, åñëè äâèæåíèå ÷àñòèö ñâîáîäíîå, êàê â èäåàëüíîì ãàçå. Èìååì
f(t + δ; x, v) = f(t; x − vδ, v) (31)69



Âû÷èòàÿ f(t; x, v) èç îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà, äåëÿ íà δ è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó δ → 0,ïîëó÷àåì
∂f

∂t
+

∑

j

vj
∂f

∂xj

= 0 (32)Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò
f(t, x, v) = f(0, x− vt, v)Ïóñòü, êðîìå òîãî, êàæäàÿ ÷àñòèöà ìîæåò íåçàâèñèìî âûéòè èç ñèñòåìû èëè ïðèâëå÷üîäíó ÷àñòèö â îáúåì dxdv ñ èíòåíñèâíîñòÿìè κin,out(t, x, v) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà óðàâíåíèåïðèìåò âèä

∂f

∂t
+

∑

j

vj
∂f

∂xj

= κ(t, x, v)f, κ = κin − κoutÓïð. 79 Ïðîâåðèòü, ÷òî, åñëè k íå çàâèñèò îò t, òàêæå åñòü ÿâíîå ðåøåíèå
f(t, x, v) = f(0, x − vt, v) exp(−

∫ t

0

κ(x − vs, v)dsÓ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ (ñòîëêíîâåíèé) ìåæäó ÷àñòèöàìè âåäåò ê çíà÷èòåëüíî áîëååñëîæíûì ïðîáëåìàì. Ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé - âçàèìîäåéñòâèå òèïà ñðåäíåãî ïîëÿ â ñòî-õàñòè÷åñêîé õèìè÷åñêîé êèíåòèêå.Õèìè÷åñêèå óíàðíûå ðåàêöèè Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî çäåñü äèñêðåòíîå {1, 2, ..., Q} òîåñòü âìåñòî �óíêöèè f(t, x, v) çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíöåíòðàöèè cq(t) âåùåñòâà òèïà
q ∈ {1, 2, ..., Q}, Óðàâíåíèÿ äëÿ ýòèõ êîíöåíòðàöèé âûâîäÿòñÿ èç ñëåäóþùåãî ìàðêîâñêîãîïðîöåññà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Ñîñòîÿíèÿìè ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû (n1, ..., nQ),ãäå nq - ÷èñëî ÷àñòèö òèïà q.Êàæäàÿ ÷àñòèöà òèïà q æèâåò íåçàâèñèìîé æèçíüþ è ïðåâðàùàåòñÿ â ÷àñòèöó òèïà q′ñ èíòåíñèâíîñòüþ λqq′. Ìîæíî òðàêòîâàòü ýòó öåïü äâîÿêî. Çàíóìåðóåì ÷àñòèöû è ñëåäèìçà ñóäüáîé ÷àñòèöû ñ íîìåðîì i. Êàæäàÿ ìîëåêóëà ñ íîìåðîì i êðóòèòñÿ íåçàâèñèìî, òîåñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åå ñîñòîÿíèé îáðàçóåò îòäåëüíóþ öåïü Ìàðêîâà, è âñÿ ñèñòåìàñîñòîèò èç N îäèíàêîâûõ íåçàâèñèìûõ êîíå÷íûõ öåïåé Ìàðêîâà ñ Q ñîñòîÿíèÿìè. Ïóñòú
pi,q(t) - âåðîÿòíîñòü òèïà q ó ìîëåêóëû i â ìîìåíò t, πq - åå ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè,êîòîðûå íå çàâèñÿò îò i,

dpi,q(t)

dt
=

∑

q′

(pi,q′(t)λq′q − pi,q(t)λqq′) (33)Ìîæíî òàêæå ñëåäèòü çà âåêòîðîì (n1, ..., nQ). Çäåñü âîçìîæíûå ïåðåõîäû
(n1, ..., ni, ..., nj , ..., nQ) → (n1, ..., ni − 1, ..., nj + 1, ..., nQ)ñ èíòåíñèâíîñòüþ nqλqq′. Îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö N ñîõðàíÿåòñÿ, íî ÷èñëà nqêîíå÷íî íå ñî-õðàíÿþòñÿ. Ââåäåì êîíöåíòðàöèè

c(N)
q (t) =

ni(t)

N
, Ec(N)

q (t) =
1

N
Enq(t) =

1

N

∑

i

pi,q(t), cq(t) = lim
N→∞

Enq(t)

N70



Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîñëåäíèé ïðåäåë ñóùåñòâóåò äëÿ t = 0, î÷åâèäíî, ÷òî îí ñóùåñòâóåò èäëÿ âñåõ t > 0. Ñóììèðóÿ ïî i â (33) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ
dcq(t)

dt
=

∑

q′

(cq′(t)λq′q − cq(t)λqq′)Ýòî îñíîâíûå óðàâíåíèÿ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè äëÿ êîíöåíòðàöèé ci(t), ëèíåéíûå äëÿóíàðíûõ ðåàêöèé.Ïîíÿòèå î áèíàðíûõ ðåàêöèÿõ Êàæäàÿ ïàðà ìîëåêóë ñ íîìåðàìè i 6= j ñ âåðîÿòíî-ñòüþ λij→kldt ïåðåõîäÿò â ïàðó k, l. Òîãäà â òåðìèíàõ âåêòîðà ñîñòîÿíèé (n1, ..., nQ) èìååìâîçìîæíûå ïåðåõîäû
(n1, ..., ni, ..., nk, ..., nj, ..., nl, ..., nQ) → (n1, ..., ni − 1, ..., nk + 1, ..., nj − 1, ..., nl + 1, ..., nQ)ñ èíòåíñèâíîñòüþ 1

N
ninjλij→kl.Óðàâíåíèÿõ êëàññè÷åñêîé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè: äëÿ âñåõ t > 0 ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

ci(t) = lim
N→∞

n
(N)
i (t)

Nåñëè ýòî èìååò ìåñòî â íà÷àëüíûé ìîìåíò. Ýòè ïðåäåëüíûå êîíöåíòðàöèè óäîâëåòâîðÿþòóðàâíåíèÿì
dck(t)

dt
=

∑

i,j,l

(ci(t)cj(t)λij→kl − ck(t)cl(t)λkl→ij) (34)Ìíîãîå î ñòîõàñòè÷åñêîé õèìè÷åñêîé êèíåòèêå ìîæíî ïî÷èòàòü â [30℄ è â ññûëêàõ òàì æå.Ëîêàëüíûå ñòîëêíîâåíèÿ Ïðèáëèæåíèå Áîëüöìàíà äëÿ ñèñòåì ñ ëîêàëüíûì âçàèìî-äåéñòâèåì âûãëÿäèò àíàëîãè÷íî, íî ïîëó÷èòü ñòðîãèå ðåçóëüòàòû çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå (âëèòåðàòóðå ìîæíî íàéòè äîêàçàòåëüñòâà â ñëèøêîì ñèëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ è íàáðîñêèäîêàçàòåëüñòâ â ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíîé ñèòóàöèè). Äåëî â òîì, ÷òî íüþòîíîâñêàÿ äèíàìè-êà ÷àñòèö íå ñëó÷àéíà, è ïðè âñåõ èçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ, ðåçóëüòàò ñòîëêíîâåíèÿ òàêæåíå ñëó÷àåí. Íî ïðè ñòîëêíîâåíèè ÷àñòèö, ïîìèìî èõ êîîðäèíàò, ñêîðîñòåé è ïîòåíöèàëàâçàèìîäåéñòâèÿ, åñòü äðóãèå íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû. Íàïðèìåð, åñëè ýòî ñ�åðè÷åñêèå÷àñòèöû, òî ÷àñòî áåðåòñÿ åäèíè÷íûé âåêòîð ω ìåæäó öåíòðàìè äâóõ ñ�åð â ìîìåíòñòîëêíîâåíèÿ. Ýòîò âåêòîð ñëó÷àåí, îí çàâèñèò îò âñåé èñòîðèè ñèñòåìû, ÷òî è ñîçäàåòáîëüøèå ïðîáëåìû ïðè ïîïûòêàõ âûâîäà óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Áîëåå îáùî, ìîãóò áûòüäðóãèå ïàðàìåòðû, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì ω. Â �èçèêå æå ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà ìîëå-êóëÿðíîãî õàîñà (Stosszahl anzatz) î ðàñïðåäåëåíèè µ(ω) ïàðàìåòðîâ ω. Òîãäà óðàâíåíèåÁîëüöìàíà óñëîâíî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
∂f

∂t
+

∑

j

vj
∂f

∂xj
=

∫

dµ(ω)Tω(v1, v
′
1, v, v′)(f(x, v1)f(x, v′

1) − f(x, v)f(x, v′))dv1dv′
1dv′Íîâîå â ñðàâíåíèè ñ (34) ñîñòîèò â íåïðåðûâíîñòè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ãäå ñêîðîñòèÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè òèïîâ ÷àñòèö, ÿäðå T - àíàëîãå èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ, à òàêæå âëîêàëüíîì ïàðàìåòðå x, èçìåíåíèå êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì ÷ëåíîì ëåâîé ÷àñòè.71



4.2.4 �èäðîäèíàìè÷åñêîå ïðèáëèæåíèåÏîïóëÿðíûé ïðèìåð: ñèñòåìû ñ ðåàêöèÿìè è äè��óçèåé. Â êàæäîé òî÷êå x ðåøåòêè Zdìîæåò íàõîäèòüñÿ nq(x) ÷àñòèö òèïà q = 1, 2, ..., Q. Ìèêðîäèíàìèêà ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿíåñêîëüêèìè íåçàâèñèìûìè ìàðêîâñêèìè ïðîöåññàìè. Âî-ïåðâûõ â êàæäîé òî÷êå çàäàíìàðêîâñêèé ïðîöåññ ξx = (n1(x), ..., nQ(x)) - ñèñòåìà õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé â ñìûñëå ðàçäåëà2, ïóñòü λr - èíòåíñèâíîñòè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé r = 1, ..., R. Ýòè ïðîöåññû íåçàâèñèìûè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Êðîìå òîãî, êàæäàÿ ÷àñòèöà ñîâåðøàåò ïðîñòîå íåçàâèñèìîåáëóæäàíèå ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, îäíîðîäíîìó ïî âðåìåíè è ïî ïðîñòðàíñòâó. Ïàðà-ìåòðû λe,q - èíòåíñèâíîñòè ñêà÷êîâ, ãäå e ïðîáåãàåò 2d åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ âäîëü îñåé,-ìîãóò çàâèñåòü îò òèïà q. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî âåêòîðà ñíîñà
mq =

∑

e

eλe,q 6= 0äëÿ âñåõ q. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñêåéëèíã
x =

X

ǫ
, t =

τ

ǫ
, λr → ǫλrãäå X ∈ Rd, τ ∈ R - ìàêðîïåðåìåííûå. ×èñëî ÷àñòèö â ëþáîé òî÷êå èìååò ïîðÿäîê O(1).Ýòîò ñêåéëèíã ãîâîðèò â ÷àñòíîñòè, ÷òî çà êîíå÷íîå ìàêðîâðåìÿ τ â äàííîé òî÷êå ïðîèñ-õîäèò ÷èñëî O(τ) ðåàêöèé.Theorem 11 Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 çàäàíî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

∏

x

∏

q

(bq,x)
nq(x)

nq(x)!
exp(−bq,x)÷àñòèö íà ðåøåòêå òàêîå ÷òî bq,x = cq(0, ǫx) äëÿ íåêîòîðûõ ãëàäêèõ îãðàíè÷åííûõ �óíê-öèé cq(0, X), X ∈ Rd. Òîãäà ïðè ǫ → 0 äëÿ ëþáîé �óíêöèè x(ǫ) : R+ → Zd òàêèõ, ÷òî

ǫx(ǫ) → X, ñóùåñòâóþò ïðåäåëû êîíöåíòðàöèé
cq(τ, X) = lim

ǫ→0
< nq(

τ

ǫ
, x(ǫ)) >êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

∂cq

∂τ
= −mv

∂cq

∂X
+ Fv(c1, ..., cV ) (35)ãäå �óíêöèè Fv òàêèå æå êàê ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèè (34).Êîðîòêî, èäåè äîêàçàòåëüñòâà òàêîâû. Ïðåæäå âñåãî, åñëè âñå ðåàêöèè óíàðíû, ýòîò ðå-çóëüòàò ìîæíî äîêàçàòü ñàìîìó. Êðîìå òîãî, ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ðåàêöèéíåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà ÷àñòèö óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (35) áåç ïîñëåäíåãî ÷ëåíà. �åàêöèèæå èäóò ñóùåñòâåííî ìåäëåííåå òðàíñïîðòà, è çà êîíå÷íîå ìàêðîâðåìÿ èõ ÷èñëî â êàæ-äîé òî÷êå O(1). Ïîýòîìó, â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó ðåàêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçíûõ òèïîâ÷àñòèö â êàæäîé òî÷êå ñòðåìÿòñÿ áûòü íåçàâèñèìûìè è ðàñïðåäåëåííûìè ïî Ïóàññîíó ñíåêîòîðûìè èíòåíñèâíîñòÿìè cq,x, áëàãîäàðÿ áûñòðîìó ïåðåìåøèâàíèþ ïðè áëóæäàíèè.Îöåíêè ñõîäèìîñòè ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ îñíîâàíû íà òîì èëè èíîì âàðèàíòå êëàñòåð-íûõ ðàçëîæåíèé. 72



Åñëè âñå ñíîñû mv = 0, òî íóæåí äðóãîé (äè��óçèîííûé) ñêåéëèíã
x =

y

ǫ
, t =

τ

ǫ2
, λr(n) → ǫ2λr(n)êîòîðûé îòâå÷àåò ðàçíèöå â øêàëàõ âðåìåí ðåàêöèè è òåïëîâîãî äâèæåíèÿ. Ïðè ýòîìâîçíèêàþò óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äè��óçèè, åñëè ìû ïðèíèìàåì èíòåíñèâíîñòè ñêà÷êîâ âêàæäîì íàïðàâëåíèè λe,q = 1

2d
,

∂cv

∂τ
=

1

2
∆cv + Fv(c1, ..., cV )

73



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Â. Ôåëëåð. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé, òîì 1. Ìîñêâà. 1967.[2℄ Ñ. Êàðëèí. Îñíîâû òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ìîñêâà. 1971.[3℄ À. Ä. Âåíòöåëü. Êóðñ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ìîñêâà. Íàóêà. 1996.[4℄ À. Øèðÿåâ. Âåðîÿòíîñòü. Ìîñêâà. 1980.[5℄ Ì. Ëîýâ. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ìîñêâà. 1962.[6℄ Â. Ìàëûøåâ, Ì. Ìåíüøèêîâ, Å. Ïåòðîâà. Ëåêöèè ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. 1997. Ì�Ó.[7℄ Í. Í. Ëóçèí. Ëåêöèè îá àíàëèòè÷åñêèõ ìíîæåñòâàõ è èõ ïðèëîæåíèÿõ. Ìîñêâà. 1953.[8℄ M. Li, P. Vitanyi. An introdu
tion to Kolmogorov 
omplexity and its appli
ations.Springer, 1997.[9℄ Â. À. Óñïåíñêèé. ×åòûðå àëãîðèòìè÷åñêèõ ëèöà ñëó÷àéíîñòè. 2006. Ìîñêâà.[10℄ J. Hertz, A. Krogh, R. Palmer. Introdu
tion to the theory of neural 
omputation. AddisonWesley. 1991.[11℄ E. S
heinerman. Invitation to dynami
al systems. Prenti
e Hall, 1995.[12℄ È. Êîðí�åëüä, ß. Ñèíàé, Ñ. Ôîìèí. Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðèÿ. Ìîñêâà. 1980.[13℄ À. Êàòîê, Á. Õàññåëáëàò. Ââåäåíèå â ñîâðåìåííóþ òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, òîìà1,2. Ìîñêâà. 1999.[14℄ K. Athreya, P. Ney. Bran
hing pro
esses. Springer, 1972.[15℄ F. Solomon. Random walks in a random environment. Annals of Probability, 1975, v. 3,No, 1, 1-31.[16℄ È. À. Èãíàòþê, Â. À. Ìàëûøåâ, Â. Â. Ùåðáàêîâ. Âëèÿíèå ãðàíèö â çàäà÷àõ î áîëüøèõóêëîíåíèÿõ. Óñïåõè ìàò. íàóê, 1994, ò. 49, âûï. 2, 43�102.[17℄ B. Bollobas. Random Graphs. 1985. A
ademi
 Press.[18℄ Ì. Ëèäáåòòåð, �. Ëèíäãðåí, Õ. �îòñåí. Ýêñòðåìóìû ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåéè ïðîöåññîâ. Ìîñêâà. 1989.[19℄ �. Ìàêêèí. Ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû. Ìîñêâà. Ìèð. 1972.[20℄ G. Lawler. Interse
tions of random walks. Birkhauser. 1991.[21℄ G. Fayolle, V. Malyshev, M. Menshikov. Topi
s in the 
onstru
tive theory of 
ountableMarkov 
hains. Cambridge Univ. Press, 2008, 2nd edition.[22℄ V. Malyshev. Networks and dynami
al systems. Adv. Appl. Probability., 1993, v. 26, pp.140-175.[23℄ Â. Â. Êîçëîâ. Òåïëîâîå ðàâíîâåñèå ïî �èááñó è Ïóàíêàðå. 2002. Ìîñêâà-Èæåâñê.74



[24℄ G. Grimmett. Per
olation. 1999. Springer.[25℄ Õ. Êåñòåí. Òåîðèÿ ïðîñà÷èâàíèÿ äëÿ ìàòåìàòèêîâ. Ìîñêâà. 1986.[26℄ Äæ. Êåìåíè, Äæ. Ñíåëë, À. Êíåïï. Ñ÷åòíûå öåïè Ìàðêîâà. Ìîñêâà. 1987.[27℄ Â. À. Ìàëûøåâ, �. À. Ìèíëîñ. �èááñîâñêèå ñëó÷àéíûå ïîëÿ. Ìîñêâà. 1985.[28℄ Â. Ìàëûøåâ. Ñëó÷àéíûå ãðàììàòèêè. ÓÌÍ, 1998, òîì 53, âûï. 2, 107-134.[29℄ Â. Ìàëûøåâ. Âåðîÿòíîñòü âîêðóã êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè: Ïëàíàðíàÿ ãðàâèòàöèÿ.ÓÌÍ, 1999, òîì 54, âûï. 4, 3-46.[30℄ Â. Ìàëûøåâ, Ñ. Ïèðîãîâ. Îáðàòèìîñòü è íåîáðàòèìîñòü â ñòîõàñòè÷åñêîé õèìè÷åñêîéêèíåòèêå. ÓÌÍ, 2008, âûï. 1,[31℄ Äæ. �ëèìì, À. Äæà��å. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êâàíòîâîé �èçèêè. 1984. Ìîñêâà.[32℄ Â. Ìàëûøåâ. Óëüòðà�èîëåòîâûå ïðîáëåìû â òåîðèè ïîëÿ è ìíîãîìàñøòàáíûå ðàçëî-æåíèÿ. Â �Èòîãè íàóêè è òåõíèêè: Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà.Òåîðåòè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà. , ÀÍ ÑÑÑ�, ÂÈÍÈÒÈ, Ìîñêâà, 1986, òîì 24, ñòð. 111�186.[33℄ Â. Ìàëûøåâ. Ââåäåíèå â ýâêëèäîâó êâàíòîâóþ òåîðèþ ïîëÿ. Ì�Ó. 1985.[34℄ W. Ha
kbus
h. Multi-grid methods and appli
ations. Springer. 1985.[35℄ S. Lando, A. Zvonkin. Graphs on surfa
es and their appli
ations. 2003.[36℄ R. Kenyon, A. Okounkov, S. She�eld. Dimers and amoebae. Preprint. 2003.[37℄ R. Kenyon. Introdu
tion to dimer models. 2003. Preprint.[38℄ Ó. �ðåíàíäåð. Âåðîÿòíîñòè íà àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ. Ìîñêâà.[39℄ M. Mehta. Random Matri
es. Elsevier. 2004.[40℄ L. Pastur. Spe
tral and probabilisti
 aspe
ts of random matrix models. 1995.[41℄ R. Cerf. Asymptoti
 
onvergen
e of geneti
 algorithms. Adv. Appl. Probability, 1998, v.30, No. 2; 521-550.[42℄ G. Paun, G. Rozenberg, A. Salomaa. DNA 
omputing. 1998. Springer.[43℄ R. Azen
ott (Ed.) Simulated Annealing. 1992. John Wiley.[44℄ B. Derrida, M. Evans, V. Hakim, V. Pasquier. Exa
t solution of a 1D asymmetri
 ax
lusionmodel using a matrix formulation. J. Physi
s A, 1993, v. 26, No. 7, 1493-1517.
75



Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëüàáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü, 43àëãåáðà ìíîæåñòâ, 7àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà, 34àâòîìîäåëüíîñòü, 56, 61áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî, 7÷èñëà Ôèáîíà÷÷è, 9äàâëåíèå, 53äåðåâî, 11äè��óçèîííûé ïðîöåññ, 48äèíàìèêà �ëàóáåðà, 33äâîéñòâåííûé ïðîöåññ, 68ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå, 12ýíåðãèÿ, 17ýíòðîïèÿ, 15ýðãîäè÷åñêàÿ öåïü, 49ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðèÿ, 8�îðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, 16�óíêöèîíàë äåéñòâèÿ, 43�óíêöèÿ Ëÿïóíîâà, 50ãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, 51ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû, 37ãðà�, 4ãðàììàòèêà, 10õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, 13õåéðîííûå ñåòè Ëèòòëà-Õîï�èëäà, 5èìèòàöèÿ îòæèãà, 37èíäóöèðîâàííàÿ öåïü, 40èíâàðèàíòíàÿ ìåðà, 4êëàñòåðû, 54êëàñòåðíàÿ äèíàìèêà, 65êîíå÷íûé àâòîìàò, 4êîðíåâîå äåðåâî, 11êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè, 18êâàäðàòè÷íîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, 11ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ìåð, 5ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, 9ëîêàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà, 14ìàðêîâñêèå óïðàâëÿåìûå ïðîöåññû, 36ìàðòèíãàë, 41ìàòðèöà êîâàðèàöèé, 29ìåðà, 4ìåðà �èááñà, 18ìîìåíòû, 13íåëèíåéíûå öåïè Ìàðêîâà, 6íåïðèâîäèìàÿ öåïü, 17

íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà, 13íåñóùåñòâåííîå ñîñòîÿíèå, 17íåâîçâðàòíîñòü, 49íåçàâèñèìîñòü, 12îáðàòèìîñòü, 32îðáèòà, 6îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, 17ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿíèå, 17ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà, 42ïîëèíîì Âèêà, 31ïîòåíöèàë, 50ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà, 52ñåìèèíâàðèàíòû, 13ñõåìà îõëàæäåíèÿ, 37ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ, 27ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå, 27ñèãìà-àëãåáðà, 7ñèíãóëÿðíîñòü, 43ñêåéëèíã, 38ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü, 27ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, 12, 26ñîáûòèå, 12ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà, 18ñòîõàñòè÷åñêèé äè��åðåíöèàë, 47ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ, 18ñâîáîäíàÿ íåêîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà, 11òåîðåìà Ìàêìèëëàíà, 15òåîðåìà �àäîíà-Íèêîäèìà, 43òðàíñ�åð-ìàòðèöà, 18òðàíçèåíòíîñòü, 49óðàâíåíèå Íüþòîíà ñ òðåíèåì, 39óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, 53óñëîâèå äåòàëüíîãî áàëàíñà, 32óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, 40âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, 12âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, 12âèêîâñêàÿ ýêñïîíåíòà, 31âëîæåííàÿ öåïü, 25âîçâðàòíîñòü, 49çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, 14çàìåíà ìåðû, 44çàìêíóòûå êîððåëÿöèîííûå óðàâíåíèÿ, 67
76


